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LEGILE SI TEOREMELE GENERALE
ALE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Din punctul de vedere al relatiei cauza — efect, legile sunt fie legi de stare si
se exprimd prin relatii intre marimi simultane, fie legi de evolutie $i se exprima
prin relatii in care intervin si derivate n raport cu timpul ale marimilor de stare.
Daca pentru enuntarea lor nu sunt, respectiv sunt necesare marimi de material,
legile se clasifica in legi generale si legi de material.

5.1. LEGILE DE STARE ALE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Legile de stare ale campului electromagnetic sunt:
legea dependentei dintre inductie, intensitate si polarizatie in camp electric;
legea polarizatiei electrice temporare;
legea fluxului electric;
legea conductiei electrice;
legea electrolizei;
legea transformarii energiei in conductoare parcurse de curent electric de
conductie;
e legea dependentei dintre inductie, intensitate si magnetizatie in camp magnetic;
e legea magnetizatiei temporare;
o legea fluxului magnetic.

5.1.1. Legea dependentei dintre inductie, intensitate si polarizatie
in camp electric

Relatia (2.86) stabilita pentru campul electrostatic se generalizeaza pentru
campul electromagnetic variabil in timp, independent de starea cinematicd a
corpurilor si constituie legea dependentei dintre inductie, intensitate si polarizatie
in camp electric: in fiecare punct din camp §i in fiecare moment, inductia electrica
D este egala cu suma dintre intensitatea cadmpului electric E multiplicata cu
permitivitatea vidului € i polarizatia P:

D(r,t) = goE(r,t) + P(r.,t) . (5.1)

Deoarece in ecuatie nu intervin marimi de material, legea de stare a
dependentei dintre D, E si P este o lege generald a campului electromagnetic.
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Desi ecuatia (5.1) constituie generalizarea relatiei (2.86), conditiile de
determinare ale marimilor D si E sunt diferite. Campul electrostatic este univoc
determinat in fiecare punct de divergenta inductiei electrice si de conditiile pe
frontiera, rotorul intensititii campului electrostatic fiind nul (2.237). In regim
variabil rotorul lui E este diferit de zero (v. par. 5.2.1).

5.1.2. Legea polarizatiei electrice temporare

Dependenta locala dintre componenta temporara a polarizatiei electrice si
intensitatea campului electric E, constatatd experimental in regim electrostatic (v.
par. 2.8), se verificd si In regim variabil in timp s1 constituie legea polarizatiei
electrice temporare: in fiecare punct dintr-un dielectric §i in fiecare moment,
polarizatia electrica temporara P; este functie de intensitatea campului electric E:
P (r,t)="P[E(r,t)]. (5.2)

t

Deoarece aceasta relatie caracterizeaza din punctul de vedere al polarizatiei
un anumit material, legea de stare a polarizatiei electrice temporare este o lege de
material. Dupa modul explicit al dependentei dintre P, si E, dielectricii se clasifica
in: izotropi sau anizotropi, liniari sau neliniari, cu sau fara histerezis.

a. Dielectrici liniari si izotropi. Un material dielectric este izotrop daca sub
actiunea unui camp electric avand orice orientare in corp, se polarizeaza temporar
in directia campului si este liniar dacd local polarizatia temporara instantanee
P«(r,t) este proportionald cu intensitatea instantanee a campului electric E(r,t):

P (r,t)=¢, . (r)E,1). (5.3)

Mirimea adimensionald y. se numeste susceptivitate electricd. In general,
marimea y. desi independentd de E depinde de conditii neelectrice (temperatura,
presiune, etc.).

Daca materialul dielectric este fara polarizatie permanentd (P, = 0), atunci
ecuatia (5.1) devine:

D(r,t) =&, E(r,t)+&, 7. (0)E(r,t) = [l +x, O E(r,t).  (5.4)
Marimea adimensionala
1+7,(r)=¢,(r) (5.5)

se numeste permitivitate relativa.
Inlocuind (5.5) in (5.4) se obtine:

D(r,t)=¢, ¢ (r)E(r,t) =(r)E(r,t) , (5.6)
unde

g(r)=¢,,(r) (5.7)
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este permitivitatea absoluta a materialului (sau constanta dielectrica).

Dupa modul in care analiza la scard microscopicd pune in evidentd
fenomenele de polarizare ale dielectricilor, se disting:
e materiale diaelectrice, cu o susceptivitate y. foarte mica si practic independent
de temperaturd, permitivitatea lor relativa fiind aproximativ egald cu unitatea
(e; = 1), dar subunitara;
e materialele paraelectrice cu o susceptivitate y. apreciabild, variabild cu
temperatura, permitivitatea lor relativa ¢, fiind supraunitara.

b. Dielectrici liniari si anizotropi. Polarizatia electrica temporard a unor
dielectrici anizotropi cum sunt cristalele depinde de directia campului electric.
Daca se aplicd unui cristal dielectric un camp electric intr-o directie oarecare,
polarizatia lui temporara are in general o alta directie. Intr-un sistem de coordonate
carteziene, componentele Py, Py, s1 Py, sunt functii liniare de componentele Ey, E, si
E,:

P = &lenBy T €N By + 8o B

ty z?

Pty = soxeyxEX + aoxenyy + soxeyzEZ ; (5.8)
Py, = ElenBy €Ny By €% By
adica,
P =¢7.E, (5.9)

in care 7, este tensorul susceptivitatii, avand matricea componentelor simetricd

(Xejk:Xekj):

Xexx Xexy Xexz
[Xe] = Xeyx Xeyy Xeyz : (510)
Xezx Xezy Xezz
Din relatiile (5.1) si (5.9) rezulta:

D=¢[l+y.JE=¢€E, (5.11)

......

e=g,[1+7.]. (5.12)

Exista trei directii dupa care componentele inductiei electrice Dy, D, si D;
sunt paralele cu componentele intensitatii campului electric E, E; si Es:

D1 = 81E1 ) D2: 82E2 ) D3 = 83E3. (513)
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Directiile dupa care sunt satisfacute relatiile (5.13) se numesc axe principale
de polarizare ale cristalului.

c. Dielectrici neliniari. Materialele dielectrice neliniare sunt caracterizate
printr-o dependenta neliniard dintre polarizatia lor temporard P, si intensitatea
campului electric E. Principalele substante din aceasta clasa, numite feroelectrice,
cum sunt titanatul de bariu, bisulfitul de amoniu etc.
se polarizeaza intens si ireversibil, punand in evidenta
fenomenul de histerezis. Curbele care reprezintad
grafic variatia polarizatiei in functie intensitatea
campului electric se numesc curbe de polarizare, sau
caracteristici de polarizare. Daca materialul este
initial nepolarizat, punctul de functionare se
deplaseaza pe curba OP,, (fig. 5.1) numita curba de
prima polarizare. Dacd din punctul Py, al curbei de
prima polarizare se reduce treptat intensitatea
campului electric, curba care se obtine nu coincide cu
ramura OP,,. La anularea campului, polarizatia este
nenuld, numitd polarizatie remanenta P,, iar pentru
anularea ei este necesara aplicarea unui camp in sens
opus E. , numit cdmp electric coercitiv. In continuare, punctul de functionare se
deplaseaza pe curba —E,, -P,, si apoi prin valori crescatoare pe curba —P,,, -P,, E.,
P... Curba pe care o descrie punctul de functionare si care corespunde campului
electric intre doua valori £E,,, se numeste ciclu de histerezis electric. Pe durata
unui ciclu de histerezis energia electrica se transforma in caldura (v. par. 5.3.2).

Fig. 5.1

d. Vascozitatea electrica. La viteze mari de variatie in timp, polarizatia
electrica temporara a unor dielectrici nu depinde numai de intensitatea campului
electric, ci si de transformarea care a precedat starea consideratd. Acest fenomen
de polarizare cu efecte ereditare este numit vdscozitate electrica si este nsotit de
pierderi de energie.

O aproximare a dependentei polarizatiei de intensitatea campului electric
este datd de formula lui Boltzmann:

P.(t)= e, [ 1. ()E(t— ), (5.14)

in care susceptivitatea 7, (r) intervine ca functie ereditara de ponderare a valorilor

anterioare ale polarizatiei, contributiile la polarizatia din momentul t fiind cu atat
mai mici cu cat teste mai indepartat de t.

5.1.3. Legea fluxului electric

Experienta arata ca fluxul electric printr-o suprafata inchisa este in general
nenul daca in domeniul delimitat de suprafata respectiva este localizatd sarcina
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electrica. Acest fapt este in concordanta cu observatia cd in vecinatatea corpurilor
incarcate cu sarcini electrice apare intotdeauna un camp electric.

Relatia stabilita intre marimile corespunzatoare are un caracter legic general,
constituind legea fluxului electric. Aceastd lege este independentd de starea
cinematicd a corpurilor §i se enunta prin generalizarea teoremei fluxului electric
demonstrata pentru campul electrostatic (v. par. 2.9.1), fiind valabila pentru orice
regim al campului electromagnetic.

a. Forma globali (integrali) a legii fluxului electric. In forma integrala,
legea afirma: fluxul electric printr-o suprafata inchisa X este in fiecare moment
egal cu sarcina electrica qs a corpurilor din interiorul suprafetei,

¥, =ffDndA =g,. (5.15)
z

Deoarece in ecuatie nu intervin marimi de material, legea fluxului electric
este o lege generala si de stare a campului electromagnetic.
Daca sarcina electrica gz = 0, rezulta:

P, =0. (5.16)

Din anularea fluxului electric nu rezultd si anularea inductiei electrice. In
general, Tn acest caz sarcinile electrice din interiorul suprafetei £ alcatuiesc un
sistem complet de sarcini; integrala efectuatd pe portiunile de suprafata prin care
liniile de camp ale inductiei electrice intrad in suprafata ¥ este egald si de semn opus
cu integrala de suprafatd pe portiunile suprafetei prin care liniile de cdmp ies din X.

b. Forma locala (diferentiala) a legii fluxului electric. Daca se presupune
ca sarcina electricd gy se repartizeaza cu densitatea de volum p,,, rezulta:

q: =|[[p, dv. (5.17)

Aplicand teorema divergentei integralei de suprafata din relatia (5.15), se obtine:

¥, = ffDndA = [[[divDdv. (5.18)
z vy

Prin identificarea integranzilor din relatiile (5.17) si (5.18) se obtine forma locala a
legii fluxului electric: in fiecare punct din camp divergenta inductiei electrice
instantanee este egala cu densitatea de volum a sarcinii electrice instantanee:

divD=p,. (5.19)

Punctele din spatiul campului D in care divD # 0 se numesc sursele
campului D. In consecintd, sursele cAmpului se afli numai in acele puncte ale
spatiului unde exista sarcini electrice. Dacd divD = 0 (deci py = 0 ) se spune ca in
punctele respective campul nu are surse.
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Din relatia (5.19) rezulta ca liniile de cadmp electric sunt linii deschise care
diverg din sursele pozitive ale campului (de divergentd pozitivd) si converg in
sursele negative ale campului (de divergenta negativa).

c. Forma locala a legii fluxului electric pe suprafete de discontinuitate.
Relatia (5.19) este valabila numai in domeniile in care inductia electrica este
functie continua de punct. Fie Sy o suprafata de discontinuitate a inductiei electrice,
care separa domeniile 1 si 2 in care inductiile D; si D, sunt functii continue de
punct (fig. 2.24). Daca se noteaza cu p, densitatea de suprafata a sarcinii electrice
pe suprafata Sy, rezulta (2.103):

p,=D,,—D (5.20)

In>

Din relatia (5.20) rezultd cd pe suprafata de separatie Sy, densitatea de
suprafatd a sarcinii electrice p, este egald cu diferenta componentelor normale ale
inductiei electrice. Relatia (5.20) constituie forma locala a legii fluxului electric
pe suprafete de discontinuitate.

Daca densitatea de suprafata a sarcinii electrice p, pe suprafata Sy este nula,
rezulta:

Dln = DZna (5.21)

adica pe suprafata de discontinuitate neincarcata cu sarcina electricad,
componentele normale ale inductiei electrice se conserva.

5.1.4. Legea conductiei electrice

Aceastad lege stabileste dependenta locala si instantanee dintre intensitatea
campului electric E si densitatea curentului electric de conductie J. Deoarece
dependenta dintre J si E, in general neliniara, este specifica materialului si se
stabileste in valori instantanee, legea conductiei electrice este o lege de stare si de
material.

a. Forma locala a legii conductiei electrice.

Conductoare liniare, izotrope si omogene. Experienta arata relatiile (3.73),
stabilite Tn regim stationar, sunt valabile §i in regim variabil in timp pentru
conductoarele de prima spetd, independent de starea lor cinematica pand la
frecvente de ordinul 10" Hz. Generalizarea relatiilor (3.73) constituie legea
conductiei electrice (legea lui Ohm) sub forma locala: in fiecare punct dintr-un
conductor liniar, omogen si izotrop, de prima spetd, independent de starea lui
cinematica, densitatea curentului electric de conductie este proportionala cu
intensitatea campului electric:

J(r,t)=o(r)E(r,t), E(r,t)=p(r)J(r,t) (5.22)

Conductoare neliniare, izotrope si omogene. Pentru aceste conductoare
formele locale (5.22) ale legii nu sunt satisficute. Dependenta dintre densitatea
curentului electric de conductie si intensitatea campului electric
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J(r,t)=J[E(r,t)] (5.23)

este neliniara.

Conductoare liniare, anizotrope si omogene. In conductoarele anizotrope,
cum sunt cristalele, orientarea vectorului J nu este aceeasi cu cea a vectorului E.
Existd insa trei directii numite axe principale de conductie electrica, in care daca
materialul este liniar, densitatile de curent J;, J,, J5, si intensitatile campului electric
Ei, E,, E; satisfac fiecare separat legea conductiei:

J1 = 0] E1 5 J2: (o)) E2 ;J3: O3 E3. (524)

Unei orientari oarecare a campului electric, 11 corespund componentele Jy, Jy, J,,
functii liniare de componentele E,, Ey, E,:

Jx= ox Ex T oy Ey toy, Ej;

Jy = oy Ex + oy Ey +6,, E;;

J,=0x Ex+ 0,4 Eyto,, E,,
adica,

J=cE, (5.25)

unde o este tensorul conductivitatii.

Conductoare liniare, izotrope si neomogene. In afard de campul electric
stabilit de corpurile Incarcate cu sarcind electrica sau polarizate electric, campul
electric mai poate fi produs de fluxul magnetic variabil in timp, numit camp
electric indus sau solenoidal E (v. par. 5.2.1) si de neomogenitdti de natura
neelectrica in conductoarele de prima sau de a doua spetd, numit camp electric
imprimat E; (v. par. 3.2). In general, intensitatea cAmpului electric, numiti in sens
larg E,, este egala cu suma a trei terment,

El = Ec + Es + Ei , (526)

unde:
o E. este intensitatea campului electric coulombian produs de repartitia
instantanee a sarcinilor electrice;
o E, —intensitatea campului electric indus (solenoidal) produs de fluxul magnetic
variabil in timp;
o E, — intensitatea campului electric imprimat, de naturd neelectrica, care depinde
numai de starea locald neelectromagnetica a substantei considerate si nu este
determinat de repartitia sarcinilor electrice sau de fenomenul de inductie
electromagnetica.

Diferenta dintre intensitdtile in sens larg E; si imprimat E; se numeste
intensitate a campului electric in sens restrans E sau, mai simplu, intensitatea
campului electric,
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EZEl—EiZEC+ES. (527)

Liniile campului vectorial E, numite pe scurt linii de camp electric, sunt
liniile la care vectorul E este tangent in fiecare punct.

Se verifica experimental cd in toate cazurile In care intensitatea campului
electric imprimat este diferita de zero, E; # 0, relatiile (5.22) se modifica astfel:

J:G(E+Ei);E+Ei:pJ. (528)

Relatiile (5.28) reprezinta forma generald a legii conductiei electrice: in
interiorul unui conductor liniar, izotrop si neomogen, intensitatea campului
electric in sens larg, E,=E +E +E;, =E+E,, este egala cu produsul dintre

rezistivitatea p §i densitatea curentului electric de conductie J.

Experienta aratd ca in conductoarele de speta a doua, relatiile (5.28) sunt
verificate practic numai in regim stationar, iar in conductoarele de prima speta ele
sunt valabile pani la frecvente de ordinul 10" Hz.

5.1.5. Legea electrolizei

Aceasta lege se refera la conductoarele de a doua speta in care trecerea
curentului electric de conductie este insotitd si de reactii chimice.

Daca se introduc intr-un vas cu apa distilata doi electrozi de metal conectati
la o sursd de curent continuu, se constatd ca prin circuit nu trece curent electric de
conductie. Daca insa se dizolva un acid, o baza sau o sare in mediul de solutie, prin
circuit trece curent electric a cdarui intensitate creste cu concentratia substantei
dizolvate. In cazul in care substanta dizolvata este, de exemplu, HCI, la electrodul
negativ se dezvolta hidrogen, iar la electrodul pozitiv se dezvolta Cl.

In general, la trecerea unui curent electric printr-un electrolit topit sau printr-
o solutie electrolitica, la electrodul negativ numit catod apare hidrogenul sau
metalul din solutie, iar la electrodul pozitiv numit anod apare un radical sau un alt
element. Elementele eliberate la electrozi pot reactiona chimic cu electrozii sau cu
solutia.

Masa elementului dintr-o anumita combinatie chimicd care apare la electrod
este proportionala cu raportul dintre masa atomicd a elementului, A si valenta lui
n,, numit echivalent electrochimic A/n, al elementului in combinatia chimica
respectiva.

Legea electrolizei stabilitd de Faraday se enunta astfel: masa de substanta
depusa in unitatea de timp dm/dt la unul din electrozii unei bai electrolitice
parcursa de curent de conductie, este egala cu produsul dintre intensitatea
curentului electric i §i raportul dintre echivalentul electrochimic A/n, prin
constanta universala a lui Faraday F,,

dm__A (5.29)
dt nF

unde Fy = 96490 coulombi.
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In intervalul de timp t, masa de substanti depusa este:

t
m=—2 fid=A9
I‘IVFO 0 Ilv FO

(5.30)

t
unde q = J'idt este sarcina electrica.
0
Echivalentul electrochimic al substantei fiind o marime de material, legea
electrolizei este o lege de material.

5.1.6. Legea transformarii energiei in conductoare parcurse de curent
electric de conductie

Experienta dovedeste ca procesul de conductie electricd este insotit de
dezvoltare de caldura. De asemenea, in cazul in care conductorul este sediul unui
camp electric imprimat, are loc un schimb reversibil de energie intre sursa de camp
electric imprimat si campul electromagnetic. Toate aceste transformari se exprima
cantitativ prin legea transformarii energiei in conductoare parcurse de curent
electric de conductie.

a. Forma locala a legii transformarii energiei in conductoare parcurse
de curent electric de conductie. Experienta aratd ca relatia (3.82), stabilitd in
regim stationar, este valabila si In regim variabil in timp, pentru orice conductor
omogen sau neomogen, izotrop sau anizotrop, liniar sau neliniar si independent de
starea lui cinematica. Prin generalizare se obtine legea transformarii energiei in
conductoare parcurse de curent electric de conductie: puterea instantanee pe
unitatea de volum py(r,t) este egala cu produsul scalar dintre intensitatea
instantanee a campului electric E(r,t) si densitatea instantanee de curent J(r,t),

p,(r,t)=E(r,t)J(r,t). (5.31)

Conductoare liniare, izotrope si omogene. Vectorii E si J fiind paraleli si
tinand seama de relatiile (5.22), relatia (5.31) devine:

p,(r,t)=p(r)d*(r,t)=o(r)E*(r,t). (5.32)

Rezulta cd densitatea de volum a puterii este pozitiva si reprezintd energia
electromagnetica transformata ireversibil in unitatea de volum si unitatea de timp
in caldura prin efect electrocaloric (efect Joule-Lenz).

Conductoare liniare, izotrope si neomogene. Tindnd seama de forma
locala a legii conductiei electrice in conductoare liniare, izotrope si neomogene
(5.28), rezulta:

E=pJ-E. (5.33)

si relatia (5.31) devine:
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p,=EJ=pJ’-E,J. (5.34)

Termenii din relatia (5.34) au urmatoarele semnificatii:
e Termenul pJ’ este strict pozitiv si reprezinti densitatea de volum a puterii

cedatd local de campul electromagnetic conductoarelor si transformata ireversibil
in caldurd prin efect electrocaloric (efect Joule-Lenz);
e Termenul E.J reprezintd densitatea de volum a puterii schimbate de campul

electromagnetic cu sursele de camp electric imprimat; ea simbolizeaza
transformarile reversibile ale energiei electromagnetice in alte forme de energie si
poate fi pozitivdi sau negativd. In conductoarele de prima speti, respectiv la
suprafata de contact a doud conductoare de prima speta, termenul—E;J>0

corespunde energiei electromagnetice transformate in unitatea de volum si unitatea
de timp prin dezvoltare de caldura prin efecte directe Thomson si Peltier; termenul
—E.J <0 corespunde energiei interioare a conductorului (sub forma de energie

electricd) transformatd prin consum de cdldurd prin efecte inverse Thomson si
Peltier. In conductoarele de a doua spetd sau la suprafata lor de contact cu
conductoarele de prima spetd, termenul —E.J>0 corespunde energiei

electromagnetice in unitatea de volum si 1n unitatea de timp, transformatda in
energie chimica, iar termenul —E. J <0 corespunde energiei chimice transformata

in energie electromagnetica.

Conductoare liniare, anizotrope si omogene. Deoarece in conductoarele
liniare, omogene si anizotrope conductivitatea si rezistivitatea sunt marimi
tensoriale, rezulta:

p, =pJ2(r,t)=cE(r,t). (5.35)

5.1.7. Legea dependentei dintre inductie, intensitate si magnetizatie
in camp magnetic

Relatia (4.182) stabilitd pentru cdmpul magnetic stationar si cvasistationar se
generalizeazd pentru campul electromagnetic variabil in timp, independent de
starea cinematicd a corpurilor si constituie legea dependentei dintre inductie,
intensitate i magnetizatie: in fiecare punct din camp si in fiecare moment,
independent de starea cinematica a corpurilor, inductia magnetica B este egala cu
suma multiplicata cu permeabilitatea vidului VN, dintre intensitatea campului
magnetic H si magnetizatia M,

B = wo(H + M). (5.36)

Deoarece 1n ecuatie nu intervin marimi de material, legea dependentei dintre
B, H si M este o lege generala si de stare a cAmpului electromagnetic.
Corespunzator se generalizeaza si relatia (4.141):

M = M(H) + M, (5.37)
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5.1.8. Legea magnetizatiei temporare

Dependenta locald dintre componenta temporalda a magnetizatiet M, si
intensitatea campului magnetic H, constatatd experimental in regim stationar (v.
par. 4.5.2), se verifica si in regim variabil 1n timp si constituie legea magnetizatiei
temporare: in fiecare punct din corp $i in fiecare moment, magnetizatia temporard
este functie de intensitatea campului magnetic,

M(r,t) = M{H(r,1)]. (5.38)

Deoarece relatia (5.38) caracterizeaza materialul, legea magnetizatiei temporare
este o lege de stare si de material a cAmpului electromagnetic. Dupd modul explicit
al dependentei (5.38), materialele se clasificd in: izotrope sau anizotrope, liniare
sau neliniare cu sau fara histerezis.

a. Materiale magnetice liniare si izotrope. Un material magnetic este
izotrop dacd sub actiunea unui camp magnetic avand orice orientare in corp se
magnetizeazd temporar in directia cdmpului si este liniar dacd local magnetizatia
temporara instantanee M(r,t) este proportionald cu intensitatea instantanee a
campului magnetic H(r,t):

M, (r,t) = g H(T,P) . (5.39)

Mairimea adimensionald y,, se numeste susceptivitate magnetica.
Daca materialul este fara magnetizatiei permanentd, M, = 0, legea legaturii
dintre B, H si M (5.36) devine:

B(l’,t) = HO[H(rat) + Mt(rat)] = Ll()H(l‘,'[) + HOXmH(rat) = MO(1 + Xm)H(l‘,t), (5-40)

unde marimea adimensionala :

I+ m= W (5.41)
se numeste permeabilitate relativa a materialului.
Rezulta:
B(rat) = Holr H(rat) - MH(rat)a (542)

unde @ = WU, este permeabilitatea absoluta a materialului.

Dupa comportarea in cdmp magnetic, materialele magnetice liniare se impart
in diamagnetice $1 paramagnetice. Materialele diamagnetice au susceptivitatea
magnetica y,, foarte mica, negativa si practic independentd de temperatura. Din
aceasta categorie fac parte unele metale (Au, Ag, Cu, Pb etc.), apa, alcoolul,
hidrogenul etc. Introduse intr-un camp magnetic, substantele diamagnetice sunt
deplasate spre zonele de camp mai slab, permeabilitatea lor relativa fiind
subunitard (aproximativ egala cu unitatea);

Materialele paramagnetice au susceptivitatea magnetica y, pozitiva si invers
proportionalad cu temperatura. Materialele paramagnetice sunt unele metale (Al, Cr,
K, Na, etc), aerul, oxigenul etc. Introduse in camp magnetic, substantele
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paramagnetice sunt atrase in regiunile cu camp mai intens, deoarece au
permeabilitatea magnetica relativa i, sensibil supraunitara.

b. Materiale magnetice liniare si anizotrope. Magnetizatia temporald a
materialelor anizotrope cum sunt cristalele depinde de directia si sensul campului
magnetic. Dacd se introduce un cristal intr-un cdmp magnetic, magnetizatia lui
temporard are in general alti directie. Intr-un sistem cartezian de coordonate,
componentele magnetizatiel temporare My, My, M sunt functii liniare de
componentele intensitatii campului magnetic Hy, Hy, H,:

Mtx:mex'Hx + mey'Hy + XmXZ'HZa
Mty:mex'Hx + mey 'Hy + mez'Hb (543)
MtZ:szx 'Hx + szy'Hy + szz'HZ

Relatiile (5.43) se pot scrie si sub forma:

M, =y H, (5.44)

unde 1y, este tensorul permeabilitatii.
Din relatiile (5.36) si (5.44), rezulta:

B =y, +7, H=pH, (5.45)

unde ﬁ este tensorul permeabilitatii materialului.

Exista trei directii dupad care componentele inductiei magnetice By, B,, si B;
sunt paralele cu componentele intensitatii cAmpului magnetic H;, Hy, si Hs:

B =wH ; By, =uH,; B3 = p3Hs. (5.46)

Directiile dupa care sunt satisfacute relatiile (5.46) se numesc axe principale de
magnetizare ale cristalului.

c. Materiale magnetice neliniare (feromagnetice). Daca dependenta locala
si instantanee dintre magnetizatia temporara si intensitatea campului magnetic este
neliniard, materialele magnetice se numesc cu magnetizare neliniara. Principalele
materiale din aceastd clasda, numite feromagnetice, au proprictatea de a se
magnetiza intens la valori relativ mici ale intensitatii cAmpului magnetic. Inductia
magneticd nu este proportionald cu intensitatea campului magnetic, relatia dintre
ele fiind de forma:

B = wo[H + M(H)] . (5.47)

Pentru aceste materiale nu este posibil sd se defineasca permeabilitatea p sau
susceptivitatea 7, cu valori independente de H. Magnetizarea corpurilor
feromagnetice depinde de compozitia chimica, de modul de prelucrare mecanica,
de tratamentul termic si de starea de magnetizare anterioara. Curbele care
reprezintd grafic variatia inductiei magnetice sau magnetizatiei in functie de
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intensitatea campului magnetic se numesc curbe de magnetizare sau caracteristici
de magnetizare B = B(H), respectiv M = M(H). Din punctul de vedere al
dependentei inductiei magnetice sau magnetizatiei de stirile de magnetizare
anterioare, materialele feromagnetice se clasificd in materiale magnetice moi si
materiale magnetice dure.

Materiale magnetice moi. Din aceastd clasa fac parte: fierul pur, otelul
moale, aliajele fier - siliciu, fontele alba, cenusie etc. Caracteristica lor de
magnetizare neliniara este simetricd in raport cu originea (fig. 5.2, a). Pe portiunea
O-1 a caracteristicii, inductia magnetica este proportionald cu intensitatea cAmpului

Fig. 5.2

magnetic si permeabilitatea este practic constanti. Incepand din punctul 1, la
cresteri egale a campului magnetic corespund cresteri din ce In ce mai mici ale
inductiei magnetice incat in punctul 2 inductia magnetica ramane practic constanta.
Din acest punct al curbei, materialul este saturat magnetic. Daca dintr-un punct
oarecare situat pe portiunea de saturatie magnetica se reduc valorile intensitatii
campului magnetic, punctul de functiune parcurge in sens opus curba de
magnetizare; la anularea intensitdtii campului magnetic, inductia magnetica se
anuleaza. Inversand sensul campului magnetic, punctul de functionare descrie in
cadranul 3 o curbd simetrica cu curba din cadranul 1.

Materiale magnetice dure. Din aceasta clasa fac parte: aliajele fier-cobalt,
nichelul etc., cu caracteristica de magnetizare avand forma din figura 5.2,b numita
caracteristicd de histerezis. Dacd materialul este initial nemagnetizat, punctul de
functionare se deplaseaza pe curba de magnetizare. Daca dintr-un punct oarecare
situat pe portiunea de saturatie magneticd se reduc valorile intensitatii cAmpului
magnetic, punctul de functionare se deplaseaza pe o curba situata deasupra curbei
de primd magnetizare si la anularea cadmpului magnetic, inductia magnetica
pastreazd o valoare nenuld B, numita inductie magnetica remanenta. Inversand
sensul campului magnetic, inductia magneticd scade si se anuleazd pentru o
intensitate a campului magnetic H. numitd intensitate coercitiva a campului
magnetic (prescurtat cdmp magnetic coercitiv). In continuare punctul de
functionare se deplaseaza pe portiunile curbei -H., B, -B; si apoi prin valori
crescdtoare ale campului, pe portiunea H., B,. Variatiei ciclice a intensitatii
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campului magnetic intre doud valori + H;1i corespunde un ciclu de magnetizare sau
de histerezis. Ciclul de magnetizare obtinut dupa efectuarea in prealabil a curbei de
prima magnetizare si care corespunde la doud valori de semne opuse ale inductiei
magnetice de saturatie +Bg se numeste ciclu de histerezis limita. Oricare dintre
ciclurile care se obtin in aceleasi conditii dar intre valori ale inductiei magnetice
mai mici decét cea de saturatie, sunt cuprinse in interiorul ciclului limita.

Fenomenul de histerezis nu este singurul fenomen care apare Ila
magnetizarea corpurilor feromagnetice. Toate corpurile feromagnetice au o
structura cristalind si starea magnetica a unui cristal depinde atat de intensitatea
campului magnetic cat si de pozitia axelor lor cristalografice. La cristale se disting
directii de magnetizare grea si de magnetizare usoara. Dacd cristalul se
magnetizeazd de-a lungul axei de magnetizare usoara, atunci pentru aceeasi
intensitate a campului magnetic se obtine o magnetizare mai mare decat
magnetizarea de-a lungul axei de magnetizare grea [10].
Un alt fenomen care insoteste magnetizarea corpurilor feromagnetice il constituie
fenomenul de magnetostrictiune. Prin magnetizare, cristalele se deformeaza
mecanic; astfel, un monocristal de fier magnetizat de-a lungul diagonalei mari a
cristalului cubic se alungeste in campuri magnetice slabe §i se contractd Tn campuri
magnetice intense. Proprietatile corpurilor feromagnetice sunt influentate de
temperatura; dacd temperatura creste treptat se ajunge la o valoare numitd
temperatura critica Curie, la care corpul isi pierde proprietdtile feromagnetice
devenind paramagnetic. De exemplu, pentru fier temperatura critica este 753 °C,
pentru nichel 376 °C.

La fel ca in cazul dielectricilor neliniari, in care la viteze mari de variatie in
timp a campului electric apare fenomenul de vascozitate electricd, si in materialele
feromagnetice in conditii similare apare fenomenul de vascozitate magnetica.

5.1.9. Legea fluxului magnetic

Legea fluxului magnetic este independenta de starea cinematica a corpurilor
si se enuntd prin generalizarea teoremei fluxului magnetic demonstratd pentru
campul magnetic stationar si cvasistationar.

a. Forma integrala a legii fluxului electric. Fluxul magnetic printr-o
suprafata inchisa X egal cu integrala de suprafata a produsului scalar dintre
inductia magnetica §i elementul de suprafata, este in fiecare moment nul.:

@, =ffBndA=0. (5.48)
z

Deoarece in relatia (5.48) nu intervin marimi de material, legea fluxului
magnetic este o lege generala si de stare a campului electromagnetic.

b. Forma locala a legii fluxului magnetic. Pentru domeniile de variatie
spatiald continua a marimilor, aplicind membrului stang al relatiei (5.48) teorema
divergentei, se obtine:
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fiBndA = [[[divB dv=0. (5.49)

Tinand seama ca relatia (5.49) este adevarata oricare ar fi domeniul vs, rezulta:
divB=0. (5.50)

Deci, in fiecare punct din cdmp si in fiecare moment, divergenta inductiei
magnetice este identic nula.

Din legea fluxului magnetic rezulta urmatoarele concluzii importante (v. par.
4.4.6):

 Fluxul magnetic @, prin orice suprafatd deschisa Sr care se sprijind pe curba
inchisa I" este acelasi O, =D, (4.93);
T T

e Din compararea formei locale a legii fluxului electric (5.19) cu forma locala a
legii fluxului magnetic (5.50), rezultd ca un camp de vectori B nu are surse
(deoarece divB = 0). Prin urmare, se poate face afirmatia echivalenta, ca, in
concordantd cu relatia (5.50), nu existd sarcini magnetice adevarate similare ce
sarcinile electrice adevarate sau ca in campul magnetic nu se pot exercita forte
magnetice cu directia si sensul vectorului B;

e Intr-un camp vectorial pentru care divergenta este nuld, numit cimp de vectori
solenoidal, liniile de camp sunt totdeauna inchise. Deci liniile inductiei magnetice
sunt totdeauna linii inchise, deoarece in cdmp magnetic nu existd sarcini
magnetice;

e Deoarece divergenta rotorului unui vector este identic nula, din ecuatia
(5.50) rezulta ca inductia magnetica este rotorul unui vector A, numit
potential electrodinamic vector,

B =rotA. . (5.51)

e Tinand seama de relatia (5.51) si utilizand teorema lui Stokes, fluxul magnetic
printr-o suprafata deschisa Sy care se sprijind pe curba inchisa I' se poate exprima
prin relatia:

@y =[[BndA = [[rotA ndA=§A_ ds. (5.52)
Sr Sp r

c. Forma locala a legii fluxului magnetic pe suprafete de discontinuitate.
Fie Sy o suprafata de discontinuitate a inductier magnetice, care separd domentile
I si 2 in care inductiile magnetice B, s1 B, sunt functii continue de punct (fig.
4.31). Pe suprafata de discontinuitate a inductiei magnetice, componentele ei
normale sunt egale (v. par.4.7.2, c):

Bln:BZH . (553)

Relatia (5.53) constituie forma locala a legii fluxului magnetic pe suprafete de
discontinuitate.
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In cazul mediilor liniare relatia (5.53) se poate scrie si sub forma:
wiHi, = poHon (5.54)

unde p;s1 Y, sunt permeabilitdtile celor doud domenii separate de suprafata S.

5.2. LEGILE DE EVOLUTIE ALE CAMPULUI
ELECTROMAGNETIC

Legile de evolutie ale cAmpului electromagnetic sunt:
e legea inductiei electromagnetice;
e legea conservarii sarcinii electrice;
e legea circuitului magnetic.

5.2.1. Legea inductiei electromagnetice

Campul electric este stabilit de corpuri incdrcate cu sarcini electrice sau
polarizate electric, de neomogenitati fizico—chimice si de fluxul magnetic variabil
in timp. Legea inductiei electromagnetice stabileste modul de producere a
campului electric indus, respectiv a tensiunii electromotoare induse de fluxul
magnetic variabil in timp. Deoarece in formularea legii nu intervin marimi de
material, legea inductiei electromagnetice este o lege generala a campului
electromagnetic.

a. Bazele experimentale ale legii inductiei electromagnetice. Formularea
legii inductiei electromagnetice se face prin analiza si interpretarea experientelor
efectuate de Faraday, care a pus in evidentd fenomenul inducerii de tensiuni
electromotoare de fluxul magnetic variabil in timp.

Primul grup de experiente. Se considerd dispozitivul alcatuit dintr-o spird
platd, filiforma, circulard, dintr-un material conductor si omogen (fig. 5.3). In

vecindtatea spirei se afla un magnet permanent cilindric a carui axa coincide cu axa
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spirei, iar liniile lui de camp se inchid in parte prin spira. Daca spira si magnetul
sunt ficsi, curentul electric prin spird este nul. Mentinand spira fixa si deplasand
magnetul cu viteza v 1n lungul axei cu polul N spre spird, se constantd ca prin
aceasta trece curent electric al carui sens de referintd este reprezentant in figura
5.3, a. Indepartand magnetul de spird cu viteza -v, curentul schimba sensul (fig.
5.3,b). Repetand experientele cu magnetul avand polul S spre spird, curentii au
sensurile de referinta reprezentate in figurile 5.3, c, d.

Mentinand magnetul fix si apropiind, respectiv indepartand spira paralel cu
ea Insasi in lungul axei, se constatd cd sensurile curentilor in spird raman
neschimbate. In toate cazurile in care intensitatea curentului este nenuli, se spune
ca 1n spird se induce curent electric de conductie. Spira constituie partea indusa sau
indusul, iar magnetul partea inductoare sau inductorul. Din analiza acestor
experiente rezultad urmatoarele:

e Curentul electric este conditionat de fluxul magnetic nenul in spird. Daca
magnetul este situat cu axa cuprinsa in planul spirei (pozitie in care fluxul
magnetic prin spira este nul), independent de starea cinematica a magnetului, nu se
induce curent electric in spird (fig. 5.4);

o Existenta unui flux magnetic prin spird este o conditie necesarda dar nu
suficientd, deoarece mentindnd spira si magnetul imobili, curentul este nul;
deoarece curentul indus este nenul numai pe

durata deplasdrii fie numai a indusului, fie !

numai a inductorului, urmeazd ca inducerea - tA---i---- va--- -
curentului electric este provocatd exclusiv de : P -
variatia fluxului magnetic prin spira;

e In conformitate cu legea conductiei electrice, 5.4

curentul electric in spird este o consecintd a

unei tensiuni electromotoare er nenuld in lungul curbei spirei. Dacad la bornele
deschise ale spirei se conecteaza un voltmetru si se efectueazd oricare din
experientele care au pus in evidentd curentul electric indus, voltmetrul indica o
tensiune electromotoare nenula;

e Efectuand experiente la diferite viteze v ale magnetului in raport cu spira sau a
spireil in raport cu magnetul si masurand tensiunile electromotoare la bornele
spirei, se constatd ca valorile lor absolute cresc respectiv scad odata cu cresterea
respectiv scaderea modulului vitezei; deoarece odata cu deplasarea fie numai a
magnetului, fie numai a spirei variaza fluxul magnetic prin spirda @4 , urmeaza ca

tensiunea electromotoare indusa er este proportionala cu viteza de variatie in timp
a fluxului magnetic,

dog

e In oricare dintre experientele de mai sus, curentul indus in spird are sensul de
referintd astfel incat partea din fluxul magnetic pe care acesta il produce tinde sa
compenseze variatia fluxului magnetic inductoric; de exemplu, la apropierea
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magnetului cu polul N spre spird, fluxul magnetic ®g_creste si deci ADg >0

(fig. 5.3, a); sensul de referintd al curentului in spird este asociat fluxului sau
magnetic care este de semn opus lui A®g . In acest sens, fenomenul inductiei

electromagnetice este un fenomen de reactie; inducerii curentului in spira i
corespunde o reactie prin fluxul magnetic al curentului indus. Ca urmare, in ecuatia

Sr

(5.55), proportionalitatea dintre er si

este cu semn schimbat,

— r
e =—A I (5.56)
A fiind o constanta a carei valoare depinde de sistemul de unitati de masura.

Al doilea grup de experiente. Se considera spira si magnetul fixe, insa spira
este deformabild (fig. 5.5). Se constata ca numai pe durata deformarii se induce in
spird o tensiune electromotoare er avand expresia
(5.56).

Pentru a pune in evidentd localizarea tensiunii
electromotoare e numai pe portiunile conductoarelor

care se deplaseaza pe durata deformarii, se considera
dispozitivul din figura 5.6. Indusul este constituit
dintr-o bara metalicd in forma de U pe care poate
aluneca paralel cu ea insdsi cu viteza v o bara metalica AB. Perpendicular pe
planul indusului se afla imobil magnetul M, liniile lui de cadmp magnetic

<

ua s,
AT %—» A z«—
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inchizandu-se prin suprafata ABCD a indusului. Efectuand experiente la diferite
viteze ale barei AB incét aria ABCD creste sau scade, cu magnetul avand polul N,
respectiv polul S spre indus, se regasesc aceleasi rezultate obtinute in primul grup
de experiente.

Dacda se mentine in contact galvanic cu bara U numai una dintre

5.7 5.8

extremitdtile barei AB, iar la cealalta extremitate se conecteazd o bornd a unui
voltmetru, cealaltd bornd fiind legata la o perie care aluneca in contact cu bara U
cu aceeasi vitezd v cu a barei AB (fig. 5.7), se constatd cd apare o tensiune
electromotoare egald cu tensiunea electromotoare indusd in bara AB care s-ar
deplasa cu aceeasi viteza dar izolata galvanic de bara U. Rezulta ca in experientele
efectuate (fig. 5.6, a-d) numai bara AB contribuie la tensiunea electromotoare care
stabileste curentul indus in circuitul inchis format de barele U si AB. Daca se
presupune campul inductoric uniform si se noteaza cu B, componenta normala a
inductiei pe planul indusului (fig. 5.8), fluxul magnetic prin suprafata ABCD are
expresia @g =B, xa si tensiunea electromotoare er calculata cu relatia (5.56) este

: 9 : . dx
proportionala cu viteza barei v = T

Al treilea grup de experiente. Inductorul dispozitivului din figura 5.3 este
constituit dintr-o bobina cilindrica fixa parcursa de curent electric (fig. 5.9). Daca
curentul prin bobina este continuu, fluxul magnetic prin spird fiind constant in
timp, nu se induce in spird tensiune electromotoare. Daca intensitatea curentului
inductoric variaza sinusoidal in timp, 1 = [« Sin ot, in spird se induce o tensiune
electromotoare, respectiv un curent electric. Deoarece fluxul magnetic inductoric
este proportional cu intensitatea curentului din bobind, la variatii de un semn ale
curentului inductoric corespund variatii de acelasi semn ale fluxului prin spira si
fenomenele se examineazi la fel ca la primul grup de experiente. In figurile 5.9, a-
d s-au reprezentat sensurile curentilor indusi la diferite momente de timp dintr-o
perioada a curentului inductoric.

Pentru ca fluxul magnetic prin spira indusului @ = HBndA sa fie variabil

Sr
in timp, este necesar sa varieze In timp cel putin una dintre marimile inductia
magnetici B sau suprafata Sr. In primul si al treilea grup de experiente fluxul
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magnetic variaza in timp datorita variatiei inductiei magnetice B; in al doilea grup
de experiente datoritd variatiei suprafetei Sr.

AL - - -~
[( [¢ L L
i—— it i i
é>O é<O @>0 @<0
dt ot ot ot
a. b. C. d.
5.9

Din punctul de vedere al starii cinematice, primele doud grupe de experiente
pun in evidentd fenomenul inductiei electromagnetice prin miscare, iar al treilea
grup de experiente, fenomenul inductiei electromagnetice prin pulsatie.

Din analiza fiecareia dintre cele trei grupe de experiente rezulta ca tensiunea
electromotoare indusa are expresia (5.56). In S.I. se alege A =1 si deci

(5.57)

e =—

dt

Relatia (5.57) constituie legea inductiei electromagnetice in formulare
integrala: tensiunea electromotoare er indusa in lungul unei curbe inchise I este
egala cu viteza de variatie in timp cu semn schimbat a fluxului magnetic @ prin

’ r

orice suprafata Sr care se sprijind pe curba T'.

Sr

Proportionalitatea dintre er si a fost stabilita de Faraday, iar semnul

schimbat al proportionalitétii a fost introdus de Lenz.
Pentru o bobina cu N spire, &g =N, (v. par. 4.8.1).

b. Forma integrali a legii inductiei electromagnetice. In toate
experientele care au pus in evidentd fenomenul inductiei electromagnetice,
intensitatea campului electric imprimat E; §i tensiunea electromotoare a partii
potentiale a campului electric E. sunt nule. Rezultda ca tensiunea electromotoare
indusa de fluxul magnetic variabil in timp este egald cu integrala curbilinie a unei
componente de camp electric distinctd de E; si de E. numitd cdmp electric indus
sau solenoidal E,. Ecuatia (5.57) devine:

B ~ _dog 4
er—iEsds—iEds— B dthndA. (5.58)
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In relatia (5.58) s-a inlocuit Es cu E = E + E, deoarece §Ecds =0.
r

Asocierea sensurilor de referintd (de integrare) a tensiunii electromotoare,
de-a lungul curbei I" si a fluxului magnetic prin suprafata Sr, se face dupa regula
burghiului drept. Semnul (-) din relatia (5.58) semnifica faptul ca sensul tensiunii
electromotoare este invers fatd de sensul de referintd pe curba I' cand fluxul
magnetic prin suprafata Sr este orientat in concordantd cu sensul de referinta al
acesteia s1 crescator in timp.

In cazul mediilor in miscare, se considera curba I si, implicit, suprafata Sy
atagate corpurilor in miscare; ca urmare, fluxul magnetic variaza in timp atat
datoritd variatiei locale in timp a inductiei magnetice, cat si datoritd deplasarii
mediului. Derivata in raport cu timpul a fluxului magnetic este egald cu integrala
de suprafata a derivatei de flux a inductiei magnetice dB/dt:

d _d,B
dtierndA—g i ndA. (5.59)

Fie o spira filiforma I" in miscare cu viteza v intr-un camp magnetic de
inductie B variabila in timp. Derivata de flux a inductiei magnetice are
urmatoarea expresie [10]:

d.B OB : oB
= ="~ 4 vdivB +rot(Bx v)=—+rot(Bx v), (5.60)
dt ot ot

unde s-a tinut seama de forma locala a legii fluxului magnetic divB = 0.
Introducand (5.60) in relatia (5.58), se obtine forma integrala a legii
inductiei electromagnetice:

er:jSEdl:—J'J'%sdA+Hrot(va)dA. (5.61)

Tensiunea electromotoare indusa er contine doi termeni:
e tensiunea electromotoare indusa prin pulsatie,

e, = —! | %BdA (5.62)

stabilitd exclusiv prin variatia in timp a inductiei magnetice, suprafata Sr fiind
mentinutd fixa, si
e tensiunea electromotoare indusa prin miscare:

e = Hrot(va)dA :§(VxB) ds, (5.63)
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stabilitd exclusiv prin variatia in timp a suprafetei Sr, respectiv a curbei I', inductia
magnetica B fiind constanta in timp.

Tensiunea electromotoare elementara der, i1ndusa in elementul de
conductor ds care se deplaseaza cu viteza v (fig. 5.10), are expresia:

dern= (v xB)ds. (5.64)

Sensul de referintd al tensiunii electromotoare induse der;, este sensul de
inaintare al burghiului drept care se roteste de la v catre B (sau regula mainii
drepte). De exemplu, intr-un conductor drept de lungime ¢ care se deplaseaza cu
viteza v in camp magnetic uniform de inductie B (fig. 5.11) se induce tensiunea
electromotoare:

€, =V-B-/-sina-cosf, (5.65)

unde o este unghiul format de vectorii v si B, iar B este unghiul format de vectori
v x B 51 /. Membrul doi al relatiei (5.64) se anuleazd daca doi dintre vectorii

ds B /

P

\/

5.1 5.11

\

produsului mixt sunt paraleli. In consecinta, tensiunea electromotoare indusad prin
migcare este nenuld numai daca conductorul In miscarea lui taie liniile de camp
magnetic.

c. Forma localda a legii inductiei electromagnetice. Pe domenii de
continuitate a marimilor, aplicand teorema lui Stokes primului membru al ecuatiei
(5.61), rezulta:

OB
e. =fEds = [[rotEdA = —{[——dA + [[rot(vx B)dA. (5.66)
F § y y ot y
Identificand integranzii din relatia (5.66), se obtine forma locala a legii inductiei
electromagnetice,

rotE :—aa—lt}—krot(va). (5.67)

In medii imobile, v =0 si ecuatia (5.67) devine:

rotE = _oB (5.68)
dt
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si constituie forma locala a legii inductiei electromagnetice pentru medii imobile.

d. Forma locala a legii inductiei electromagnetice pe suprafete de
discontinuitate.

Medii imobile. Fie S; o suprafata de discontinuitate a cAmpului electric, care
separa domeniile imobile 1 si 2. In doud puncte infinit apropiate de Sq, intensitatile
campului electric E; si E, sunt diferite (fig. 2.38.). Se considera conturul I" de forma
dreptunghiulard situat in planul vectorilor E; si E, cu laturile As si Ah. Tensiunea
electromotoare indusa prin pulsatie este:

er :§Eds:—jja—BndA, (5.69)
Sau:
E,tAs—E, tAs :_5(133: AsAh, (5.70)

unde t este versorul tangential la Sq, iar B, este componenta normald a inductiei
magnetice pe suprafata conturului I'.
La limita pentru Ah — 0, rezulta:

Ezt-Elt =0 sau Elt:EZt- (571)

Pe suprafata de discontinuitate a campului electric care separda doua medii
imobile, componentele tangentiale ale intensitatii campului electric se conserva.
Relatia (5.71) mai poate fi scrisd sub forma:

n;x (Ex-E) =0, (5.72)

unde nj, reprezintd versorul normal pe Sy, orientat dinspre domeniul 1 spre
domeniul 2.

Relatia (5.72) constituie forma locald a legii inductiei electromagnetice pe
suprafete de discontinuitate pentru medii imobile.

Medii in miscare. Fie Sy o suprafata de discontinuitate care separa doua
medii Tn miscare §i vy, v, vitezele punctelor situate in imediata vecindtate a lui Sy
in care intensitatile campurilor electrice si inductiile magnetice au valorile E;, E,
respectiv By, B, . Ecuatia (5.66) se scrie sub forma:

npx (Ex-E)) =npx (vox By- vy x By), (5.73)
sau
Ezt—Elt:|V2XB2|t-|V1XB1|t. (574)

Pe suprafata de discontinuitate a campului electric care separa doua medii in
miscare, diferenta dintre componentele tangentiale ale intensitatii campului
electric este egala cu diferenta dintre componentele tangentiale ale vectorului v x
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B, in cele doua medii. Relatia (5.73) reprezintd forma locala a legii inductiei
electromagnetice pe suprafete de discontinuitate pentru medii in miscare.

e. Teorema refractiei liniilor de camp electric. Se considera o suprafata de
discontinuitate pentru liniile campului electric, neincarcata electric (pp = 0), care
separd doud medii liniare, izotrope si lipsite de polarizatie permanentd, ceea ce
inseamnd ca intre intensitatea campului electric si inductia electrica exista relatia
D =¢E. Efectuand raportul membru cu membru al relatiilor formelor locale pe
suprafete de discontinuitate ale legilor fluxului electric (5.21) si inductiei
electromagnetice pentru medii imobile (5.71), se obtine:

8lE‘ln _ 82]_‘—:‘2n
E E

(5.75)

1t 2t

1t 2t

Deoarece

=tga, si
In 2n

formeaza cu normala la suprafata Sy intensitdtile cAmpului electric in cele doua

medii (fig. 2.38), rezulta:

=tga,, unde o, si 0, sunt unghiurile pe care le

gy _ & (5.76)
tga, &,

Relatia (5.76) constituie teorema refractiei liniilor de camp electric: la trecerea
dintr-un dielectric cu permitivitatea €, in dielectricul cu permitivitatea &,, raportul
dintre tangentele unghiurilor de incidenta o, §i de refractie o, este egal cu

Facand abstractie de cazurile limitd a,= a, = 0 si /2, la trecerea dintr-un
mediu cu permitivitate mai mare intr-unul cu permitivitate mai mica, linia de camp
electric se apropie de normala, valoarea intensitatii campului electric creste, iar cea
a inductiei electrice scade.

f. Forma locala a legii inductiei electromagnetice in functie de
potentialele electrodinamice. Tindnd seama de relatia (5.51), ecuatia (5.67) se
poate scrie sub forma:

rot(E—-vxB)= _oB = —grotAe = —rot OA, , (5.77)
ot ot ot
sau:
rot(E + age -vxB)=0. (5.78)

S OA : : . : : :
Urmeaza ca vectorul E+ Gte —vxB este irotational, deci exprimabil prin

gradientul unei functii scalare V., numitd potential electrodinamic scalar:
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E + age —vxB=gradV,, (5.79)

respectiv:

E=—6§e +vxB—gradV,. (5.80)

Relatia (5.80) constituie forma locala a legii inductiei electromagnetice in functie
de potentialele electrodinamice vector A, si scalarV..
In medii imobile, v = 0, ecuatia (5.80) devine:

E:—égte —gradV.. (5.81)

Pe suprafete de discontinuitate, forma locala a legii inductiei
electromagnetice (5.78) in functie de potentialele vector A, si scalarV, are
forma:

n12><(E+a§e -vxB)=0. (5.82)

Tindnd seama de relatia (5.73) se deduce relatia de conservare a
componentelor tangentiale ale potentialului vector:

A]tz Azt . (5.83)

g. Tensiune electrica si tensiune electromotoare. Diferenta de potential
si tensiune la borne. Notiunea de tensiune electrica este legata de campul electric
rezultat (in sens larg — v. par.5.14). Integrala de linie a intensitatii cAampului electric
in sens larg E; (5.26) intre doud puncte P; si P, ale unei curbe C se numeste
tensiune electrica in sens larg,

ey

(u,) = [(E,+E,+E,)ds. (5.84)

P (C)

Daca intre punctele P, si P, ale curbei C nu existda camp imprimat (E; = 0),
integrala de linie a intensitdtii cAmpului electric in sens restrans E (5.27) intre
punctele P, si P, ale unei curbei I' se numeste fensiune electrica:

P

P
u, = f(EC+ES)ds= fEds. (5.85)
P (C) P (C)

Integrala de linie a intensitatii campului electric in sens larg E; (5.26), in
lungul unei curbe inchise I', coincide cu integrala componentei necoulombiene a

intensitatii campului electric in lungul aceleiasi curbe inchise, deoarece §Ecds =0
r

si se numeste fensiune electromotoare, notata cu er:
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e =fE ds=§(E, +E,)ds. (5.86)

Integrala de linie a lui E. este independenta de forma curbei C intre punctele
P, si P, si se numeste diferentd de potential (v. par. 3.6),
Py
[E ds=V,-V,. (5.87)

P (C)

in regim variabil 1n timp, tensiunea electrica intre doud puncte P, si P, depinde de
alegerea drumului de integrare. Intr-adevar, pentru conturul inchis I" (fig. 5. 12), in
camp magnetic variabil n timp rezulta:

B P, Py B dq)sr
fEds= [Eds+ [Eds=-—", (5.88)

P, m r Plm) o) dt

Ssau
n
: PfEd PfEd Py, (5.89)
. S = S——m. .
Fig. 5.12 b lm) o) dt

Fie de exemplu, un circuit de curent alternativ. Un voltmetru ale carui
conductoare sunt conduse in lungul unei curbe C intre cele doua borne P; si
P, ale circuitului, masoara tensiunea electrica (5.85). Pentru ca voltmetrul sa
masoare, intre cele doua borne, numai diferenta de potential, trebuie ca firele
voltmetrului sa fie dispuse in lungul unei linii Cy,;, astfel incat in fiecare punct
al acesteia sa fie indeplinita conditia:

E,-ds=0. (5.90)

Linia deschisa Cy;, trasatd exclusiv prin dielectric, cu extremitdtile la bornele
circuitului si care satisface conditia (5.90) se numeste linie a tensiunii la borne.
Tensiunea electricd egald cu integrala de linie, in lungul unei curbe Cy;,, a
intensitatii campului electric, egala cu diferenta de potential, se numeste tensiune
la borne:

P, P
u,,=V,-V,= f(Ec+Es)ds= fECds. (5.91)

P (Cyp) P (Cyp)

Dupa cum stie (v. par. 2.12.6 si 3.6), in campul electrostatic si in campul
electric stationar, integrala de linie a vectorului E nu depinde de alegerea drumului
de integrare intre punctele P, si P,, daca drumul de integrare nu trece prin surse de
tensiune electromotoare. In aceste cAmpuri, tensiunea electromotoare in orice
contur inchis care nu trece prin surse de tensiune electromotoare este egala cu zero.
Aceste campuri pot fi caracterizate complet prin potentialul electric scalar, adica
sunt cAmpuri potentiale. In raport cu ele se poate utiliza termenul diferentd de
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potential intre punctele P, si P,. Astfel, notiunea de diferentd de potential,
aplicabila numai campurilor potentiale, are un sens mai restrans decét notiunea de
tensiune aplicabila oricarui cAmp electric. In cazul cAmpului potential, notiunile de
tensiune electrica intre punctele P; si P, si diferentd de potential intre punctele Py si
P, coincid.

h. Tensiuni electromotoare de inductie proprie si mutuald. Dacd in
relatiile lui Maxwell (4.267) curentii i, prin bobine sunt variabili in timp, fluxurile
magnetice ®; fiind de asemenea variabile in timp, induc tensiuni electromotoare e;,

do. di di di, di di
e =——-2=-L —tt-L —2- . -L.—2- . -L —*—_ . -L —2 (592
: dt Tdt 7 dt U dt K dt " dt (592)
=1,2,...,n
unde termenul ¢;;,
di,
i = Ol s _ija (5.93)

este tensiunea electromotoare de inductie proprie sau de autoinductie, iar termenul
Ciks

ik T Cili o T —Ly %k (5.94)
este tensiunea electromotoare de inductie mutuald in bobina j produsa de curentul
i
j- Ecuatia de tensiuni a unei bobine. Se considera un sistem format din n bobine,
cuplate magnetic, parcurse de curentii de conductie variabili in timp 1, 1y, ..., 1.
Bobinele sunt alimentate de la n surse avand tensiunile la borne uy,, k=1, 2,...,n
Fiecdrei bobine 1 se aplica legea inductiei electromagnetice in lungul unei curbe I'y
care se inchide de-a lungul conductorului bobinei (a,fiby) si al unei linii a tensiunii

oA fi be ik

la borne (bymyay) (fig. 5.13):

fE,ds, =——*, (5.95)

sau,
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bk ay
[E ds, + [E ds, = _do, (5.96)
ag (i)

by (my) dt

Pentru portiunea (a,fyby) din curba I'y care trece prin conductorul strabdtut de curent electric
de conductie este valabila legea conductiei electrice E = pJ si deci:

i by .o dsk
[E ds, = [pJ ds, =i, | p,—"“=R,i,. (5.97)
ay (f) ay (fi) ay (fi) Ak
Deoarece,
ag
[E, ds, =—u,, (5.98)
by (my)

relatia (5.96) devine:

(5.99)

5.2.2. Legea conservarii sarcinii electrice

a. Forma integrala a legii conservarii sarcinii electrice. Fie o suprafata
inchisd X care intersecteazd conductoare parcurse de curent electric si contine in
interior corpuri ncdrcate cu sarcini electrice. Sub forma integrald enuntul legii este
urmatorul: in fiecare moment, intensitatea curentului electric de conductie 15 care
iese din suprafata ¥ este egala cu viteza de scadere in timp a sarcinii electrice Qs
care incarca corpurile din interiorul suprafetei ¥, indiferent de starea lor
cinematica:

i :-%_ (5.100)

Daca sarcina electrica se repartizeazd cu densitate de volum p, si J este
densitatea curentului electric de conductie intr-un punct pe suprafata X, ecuatia

(5.100) devine:

ﬁJndA——dqtz - m :—Iﬂ%dv, (5.101)

unde dv%

este derivata de volum in raport cu timpul a lui p,.

Daca suprafata X se considera atasatd corpurilor in miscare si antrenata de miscarea
acestora si diferitele puncte ale suprafetei £ au viteza v, atunci variatia in timp a
sarcinii din volumul vy, care este functie de punct si de timp p,(r,t), este produsad de
doua cauze: variatia locala in timp a densitatii de volum a sarcinii electrice si
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miscarea corpurilor. In acest caz, derivata in raport cu timpul a integralei de volum
a lui p, are expresia [10]:

dgy _d - P,
o= lTp.av ifpvvdA+£_£J'EdV. (5.102)

Introducand acest rezultat in relatia (5.101), se obtine forma integrala a legii
conservarii sarcinii electrice pentru corpuri in miscare:

fit0-+p,v)aa :—jvj;j%dv. (5.103)

Aceasta forma a legii pune in evidenta faptul ca sarcina electrica dintr-un
domeniu vy limitat de o suprafata inchisa X, consideratd de aceasta data fixa fata de
sistemul de referinta ales, scade atat datorita curentului de conductie, cat si datorita
curentului de convectie care parasesc suprafata .

Deoarece in formularea legii nu intervin marimi de material, legea
conservarii sarcinii electrice este o lege generald a campului electromagnetic.

Se observa cd, daca v = 0, relatia (5.103) devine:

_rrropy
{deA_ m ~ dv (5.104)

si constituie forma integrala a legii conservarii sarcinii electrice pentru corpuri
imobile.
Daca primul membru al ecuatiei (5.100) este nul, iy = 0, rezulta:

gs = constant. (5.105)

Curentul total se anuleaza fie daca suma curentilor care intrd prin anumite
portiuni ale suprafetei X este in fiecare moment egala cu suma curentilor care ies
prin alte portiuni ale suprafetei, fie daca densitatea de curent J este nula peste tot
pe Z; acest ultim caz are loc, de exemplu, dacd nici un conductor nu intersecteaza
¥, prin urmare domeniul vy este izolat galvanic. Daca sarcina electrica este nenula,
qs # 0, domeniul vy nu este izolat electric deoarece prezenta sarcinii +qs 1mplica

existenta sarcinii -qs in exteriorul suprafetei £; domeniul vy este izolat electric,
dacd 1n afara de izolarea lui galvanica sarcina electrica din interiorul suprafetei
este nuld. Anularea sarcinii electrice din domeniul vy nu presupune neaparat lipsa
sarcinilor electrice; sarcinile care incarca corpurile situate in vy pot alcatui in
fiecare moment un sistem complet de sarcini adica:

> q(t)=0. (5.106)

kEVE

b. Forma locald a legii conservarii sarcinii electrice. In ipoteza cd in
domeniul vy, marimile J si p, sunt functii continue de punct, aplicand teorema
divergentei primului membru al relatiei (5.103), se obtine:
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[[[div(d +p,v)dv=— Iﬂ%dv. (5.107)

Identificand integranzii din relatia (5.107) rezulta:

div(T+pv)=—Px. (5.108)
ot
Relatia (5.108) constituie forma locala sau diferentiala a legii conservarii
sarcinii electrice pentru corpuri in migcare.
Tinand seama de forma locald a legii fluxului electric (5.19), forma locald a
legii conservarii sarcinii electrice pentru corpuri in miscare (5.108) este
urmatoarea:

diV(JerVVJr@é}_]t)j =0. (5.109)

In cazul mediilor imobile, v = 0, relatiile (5.108) si (5.109) devin:

divy =-Px . div(ua—D):o (5.110)
ot ot

si constituie forma locala sau diferentiala a legii conservarii sarcinii electrice
pentru corpuri imobile.

Relatiei integrale iy = 0 ii corespunde anularea divergentei densitatii de
curent,

divd=0. (5.111)

c. Forma locala a legii conservarii sarcinii electrice pe suprafete de
discontinuitate. Fie S, o suprafata de discontinuitate a densitatii curentului electric
de conductie pe care este distribuita sarcina electrica cu densitate superficiald pa
(fig. 3.14). Daca J; si J, sunt densitatile de curent de conductie in punctele situate
in imediata apropiere a lui Sy, presupusd imobila, ecuatia (5.100) scrisd pentru
suprafata X a cilindrului de indltime Ah — 0 si arie a bazelor dA, are forma:

iy = ffIndA=(Jn, cIn)AA =30 _ 0P\ (5.112)
. dt ot
sau,
0
S gtA‘ (5.113)
Daca
s _y, (5.114)

ot
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rezulta:
J.=1, . (5.115)

Pe suprafata de separatie a doua medii conductoare pe care este satisfacuta
relatia (5.114), componentele normale ale densitatii curentului electric de
conductie se conserva.

i =0 Relatia (5.113) constituie forma locala a legii
conservarii sarcinii electrice pe suprafete de
discontinuitate.

Daca mediul 1 este un conductor, iar
Sq mediul 2 este un dielectric in care J,, = 0 (fig.
5.14), din relatia (5.115), rezultd J;,, = 0. Prin
Fig. 5.14 urmare, densitatea curentului electric de
conductie este tangentialdi la suprafata
conductoarelor (care in acest fel contine liniile densitatii de curent).

d. Curentul electric de deplasare. Intr-un dielectric perfect nu trebuie s
existe particule cu sarcina electricd libera, care ar produce curenti de conductie.
Conductivitatea unui asemenea mediu este nuld. Dielectricii reali au o
conductivitate, care desi foarte micd, este totusi finiti. In acest paragraf, vom
neglija conductivitatea dielectricilor, prin urmare vom considera dielectricii ca
fiind perfecti.

La o variatie in timp a intensitatii campului electric variaza polarizatia P a
dielectricului si deci inductia electrici D. In acest timp, in dielectric se misca

particulele elementare cu sarcind electrica care

_ \___f intrd in componenta atomilor si moleculelor

Ly -~ \\/Z substantei. Prin urmare, in dielectric exista

curent electric. Deoarece in dielectric

particulele cu sarcini nu sunt libere si sub

actiunea campului electric ele pot numai sa se

deplaseze, acest fel de curent electric se
numeste curent electric de deplasare.

Consideram  intr-un  dielectric o
suprafatd inchisd X, imobila (fig. 5.15) si sa
presupunem ca un corp fix C, care se gaseste
in interiorul aceste suprafete, se incarca cu
sarcina electricd. In procesul de incircare, sarcina electrica a corpului creste de la
zero la valoarea ei finald si in dielectric creste intensitatea campului electric E,
ceea ce determind o intensificare a polarizarii dielectricului. In timpul procesului
de stabilire a campului electric, s-au deplasat particulele elementare cu sarcina
electricd care intrd Tn componenta substantei dielectricului si prin suprafata X trece,
din interior spre exterior, un curent de deplasare. Deoarece in timpul procesului de
incdrcare intensitatea campului electric in dielectric creste, rezultd, in conformitate
cu legea legaturii dintre D, E si P, ca si inductia electrica D in dielectric creste. Fie
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gs(t) sarcina electrica care incarcd corpul considerat, la un moment de timp t.
Conform legii fluxului electric, rezulta:

fiD(t)dA = q,(1). (5.116)

Derivand in raport cu timpul relatia (5.116) si deoarece mediul este imobil, se
obtine:

d dD(t) dq, (t)
—HD(t)dA = f—2dA ==/, 5117
g DA == it (5.117)
Marimea
dD(t) :
“NdA =HJI dA = 5.118
{j i ﬁ pdA =i, (5.118)

este intensitatea curentului electric de deplasare, iar

)

J =—
Pdt

(5.119)

este densitatea curentului electric de deplasare.
.. dq, e . .. A

Marimea s reprezintd viteza de crestere a sarcinii electrice libere cuprinsa in
t

interiorul suprafetei X. Cresterea sarcinii pozitive din volumul delimitat de
suprafata X, este posibild fie prin transportul sarcinilor pozitive din exterior in
interiorul suprafetei X, fie a sarcinilor negative in sens invers. Acest transport poate
fi realizat fie In procesul curentului de conductie i care circuld prin conductorele ce
intersecteaza suprafata X, fie in procesul curentului de convectie i,, cand sarcinile
electrice sunt transportate prin suprafata ¥ de corpuri incarcate. De exemplu,
sarcina corpului C (fig. 5.15), poate creste fie numai la trecerea curentului electric
de conductie prin conductorul legat de corp si care taie suprafata X, fie prin
transportarea pe corp prin suprafata X a sarcinilor electrice. La cresterea sarcinii gy,

. d .. . C e : :
adica pentru % >0, sarcinile pozitive trebuie sd vind din exterior, prin urmare
t

suma intensitdtilor curentilor de conductie 1 §i de convectie i, va fi negativa,
deoarece am convenit sd consideram pozitiv curentul indreptat spre exterior.
Astfel,

dq ..
d—f=—(l+lv)=—£f(J+Jv)dA. (5.120)

Tinand seama de relatiile (5.117) s1 (5.118), relatia (5.120) devine:
i+i,+ip =0. (5.121)

Prin urmare, suma intensitatilor curentilor de conductie, de convectie si de
deplasare care trec prin orice suprafatd inchisa este egala cu zero.
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Notand cu J; densitatea totala de curent, egala cu suma densitatilor curentilor
de conductie J, de convectie J, si de deplasare Jp,

Jo=J+J,+ Jp, (5.122)
relatia (5.121) se poate scrie si sub forma:

i, =@+, +J,)dA={{J dA =0, (5.123)
z

>

unde s-a notat cu 1; intensitatea totala a curentului.

Deci, curentul total care trece prin orice suprafatd inchisd situatd intr-un
mediu oarecare, este egal cu zero. Totodata, curentul care iese din suprafatd se
considera pozitiv, iar curentul care intra in suprafata, negativ.

Aplicand relatiei (5.123) teorema divergentei, se obtine forma locala a legii
conservarii sarcinii electrice (5.109):

divd; =0, sau diV(J +p,V +(il—lt)j =0. (5.124)

Din relatia (5.124) rezulta ca densitatea totald de curent este un vector
solenoidal, deci liniile sale de camp (linii de curent) sunt linii inchise. Curentul
electric circuld intotdeauna pe cai inchise.

Deoarece fluxul vectorului J; prin suprafata inchisa £ este nul, rezulta ca
fluxul lui J; prin orice suprafatd deschisa Sp care se
sprijind pe o curba inchisd I trasata pe suprafata inchisa
Y (fig. 5.16) este acelasi si deci intensitatea totald a
curentului iy printr-o suprafatd deschisa Sy

is, = [[(J+J,+J,)ndA (5.125)

Sr

nu depinde decat de curba I'.

Pentru a reda mai clar rolul curentilor de
deplasare in problema continuitatii curentului electric,
vom examina procesele care se produc in timpul incarcarii unui condensator (fig.
5.17). Presupunem ca la momentul t = 0, condensatorul neincarcat se conecteaza la
sursa de tensiune. Condensatorul se incarca: sarcina electrica, care trece de la o
armdtura a condensatorului spre cealalta prin conductorul de legatura, se
acumuleaza pe armaturi. La marirea sarcinii pe armaturi, creste intensitatea
campului electric dintre ele si in dielectric apar curenti de deplasare. Printr-o
suprafatd inchisa X, care contine in interior ambele armaturi ale condensatorului,
relatia iy = 0 este satisfacutd deoarece curentul 1; care intrd in X, prin conductorul
de conexiune al uneia dintre armaturi este egal cu curentul 1, care iese din X, prin
conductorul de conexiune al celeilalte armaturi,

i] = iz. (5126)
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Se observa ca sarcina totald din interiorul suprafetei X, este In fiecare moment
nuld, gz = q; + q2 = 0 s1 deci se verifica relatia (5.100). Daca se traseaza o suprafata
inchisa X, care inchide numai una dintre armaturi §i intersecteaza deci numai o
conexiune conductoare, prin conductorul de conexiune al armaturii curentul 1, intrd
in X,, 1ar curentul de deplasare care se formeaza in dielectric trece prin suprafata %,

din interior spre exterior. In acest caz

A K s trebuie aplicata relatia (5.100) si in ecuatia
’,,:::::jjjjj’_'_‘_‘_‘_‘_}zi?\ (5.126) in locul curentului i, intervine
| + 11 \\F‘.‘ curentul de deplasare, adica:

I, \\ - ”’/ \\\ . '
>“\ ’/< S v vd )\ / 1) = Ip. (5.127)

¥ Liniile curentului de deplasare din
dielectric reprezinta prelungirea liniilor
curentului de conductie 1; din conductorul
de conexiune al armaturii. Curentul
electric care circulda prin conductorul de
conexiune spre armatura pozitivd sub formd de curent de conductie apare in
dielectric sub forma de curent de deplasare si apoi de la armdatura negativa in
conductor, iardsi sub forma de curent de conductie. Astfel, circuitul de curent este
inchis.

e. Curentul electric hertzian. Inlocuind in relatia (5.100) sarcina electricd
gs cu fluxul electric din legea fluxului electric (5.15), se obtine:

. d¥,
iy +—==0, 5.128
2t (5.128)
sau
{:fJndA+iﬁDndA:0, (5.129)
) dt )

unde J este densitatea curentului electric de conductie intr-un punct pe suprafata X.
In cazul mediilor in miscare, se considera suprafata T atasati corpurilor in
miscare; ca urmare, fluxul electric variaza in timp atat datoritd variatiei locale in
timp a inductiei electrice, cat si datoritd deplasarii mediului. Derivata in raport cu
timpul a fluxului electric prin suprafata X se numeste curent electric hertzian igs:

. de, d d.D
1, = =—DndA=-—"—-ndA=J ndA, 5.130
gt dtjgf ff dt {j " ( )

f
dt
curentului electric hertzian.

Inlocuind (5.130) in (4.129), se obtine:

iy +igy =0, (5.131)

f

unde este densitatea

este derivata de flux a inductiei electrice, iar J =
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sau

f@+J,)ndA=0. (5.132)

z

Notand cu J; densitatea totala de curent egala cu suma densitdtilor curentilor de
conductie J si hertzian Jy,

J=J3+Jy, (5.133)

relatia (5.132) se poate scrie si sub forma:
i, =fJdA=ff(J+J,)ndA =0, (5.134)
z z

unde s-a notat cu 1; intensitatea totala a curentului.
Deci, curentul total care trece prin orice suprafatd inchisd situatd intr-un mediu
oarecare, este egal cu zero.

Relatia (5.134) se poate scrie si sub forma locala:

divd, = div (J + Jy) = 0. (5.135)

Din relatia (5.135) rezulta ca densitatea totala de curent este un vector
solenoidal, deci liniile sale de camp (linii de curent) sunt linii inchise. Curentul
electric circuld intotdeauna pe cai inchise. Relatia (5.135) constituie teorema
continuitatii liniilor de curent.

Dacd I' este o curba inchisd trasata pe suprafata inchisd X si care separa
suprafetele deschise S|.si S!. (X =S[US!) (fig. 5.16), avand versorii n =n, si
n' =-n, asociati sensului de referinti al curbei I, atunci fluxul vectorului J; prin

suprafata ¥ se descompune in diferenta fluxurilor prin cele doud suprafete
deschise:

i,=f}J, ndA=[[J ndA-[[J n'dA, (5.136)
z Sr St
iar pentru i, = 0 (5.134), rezulta:
[[J,n'dA=([[J n'dA, (5.137)

Sr Sr
adica, fluxul vectorului J; prin orice suprafatd deschisa Sy care se sprijina pe curba
inchisd I" este acelasi si deci intensitatea totald a curentului iy printr-o suprafata

deschisa Sy

) d.D
= [0, man - g(u :

jndA (5.138)

nu depinde decat de curba I'.
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Suprafata Sr este atasatd mediului in migcare locala si derivata de flux d;D
are expresia (v. relatia 5.60):
d(;:) :z—l:+vdiVD+rot(va). (5.139)

Tinand seama de forma locala a legii fluxului electric, divD = p,, densitatea
curentului hertzian contine trei termeni:
_d,D oD

= =—+p.v+rotiDxv). 5.140

In relatia (5.140) intervin urmatorii termeni:
e termenul Jp,

oD
Jy=— (5.141)
ot
este densitatea curentului electric de deplasare;
e termenul J,,
J, =pywv (5.142)
este densitatea curentului electric de convectie;
e termenul
Jre=rot(D x v) (5.143)
este densitatea curentului electric Roentgen teoretic.
Prin urmare, relatia (5.134) se poate scrie sub forma:
1, =1g +ipg Tlg Flgg, o (5.144)

unde: ig_este intensitatea curentului electric de conductie; i, - Intensitatea
curentului electric de deplasare; i,g_ - intensitatea curentului electric de convectie;
Ip, - Intensitatea curentului electric Roentgen teoretic.

Relatia (5.135), in care se Tnlocuieste Jy cu expresia (5.140), devine:
div[J +%D+ p,v+rot(Dx v)} =0. (5.145)

Comparand relatia (5.145) cu forma locald a legii conservarii sarcinii electrice
(5.110), se constatd ca ecuatia (5.110) nu contine termenul Jg, = rot(D x v).
Prin urmare, numai din legea conservdrii sarcinii electrice nu este posibil sa se
puna 1n evidenta densitatea curentului electric RGentgen teoretic Jg.

Deoarece divergenta rotorului unui vector este identic nuld, relatia (5.145) se
poate scrie sub forma:
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J+%)+pvv+rot(va):rotH, (5.146)

unde semnificatia vectorului H se examineaza la paragraful 5.2.3.

5.2.3. Legea circuitului magnetic

Legea circuitului magnetic stabileste modul de producere a campului
magnetic de catre curentul electric de conductie si de fluxul electric variabil in
timp.

a. Forma integrali a legii circuitului magnetic. In forma integrala, legea
circuitului magnetic se enunta in modul urmator: tensiunea magnetomotoare Uyr in
lungul unei curbe inchise 1" este egald cu suma dintre intensitatea curentului
electric de conductie ig_si viteza de crestere in timp a fluxului electric Ys_prin

orice suprafata Sr:
d¥,
dt

u,r =fHds =iy + (5.147)
r

Suprafata Sr este atagatd mediului Tn miscare locala si derivata in raport cu timpul
a fluxului electric prin suprafata Sr reprezintd intensitatea curentului electric
hertzian i, (v. par. 5.2.2, e):

. d¥ d CdD
fise T g ‘dtQDdA‘ﬂ a -

=] [%D +p, v+rot(Dx v)} dA =ipg +ig +ipg, - (5.148)
Sp

Prin urmare, forma integrald dezvoltata a legii circuitului magnetic este:

o = fHAS =iy +ipg +ig +igs, - (5.149)
r

unde: ig_este intensitatea curentului electric de conductie; i,g - intensitatea

curentului de deplasare; 1, - intensitatea curentului de convectie; g -

intensitatea curentului Réentgen teoretic.
In medii imobile, v = 0, ecuatia (5.149) are forma:

u = ins =15 +ips, - (5.150)

Legea circuitului magnetic stabileste faptul ca cei patru curenti care intervin
in relatia (5.149) 1si asociazd intotdeauna un cadmp magnetic propriu. Efectele
magnetice ale curentilor electrici de conductie au fost observate inca de la
inceputul secolului trecut (Oersted, 1819), iar in 1876, Rowland verificd existenta
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unor efecte magnetice ale curentilor de convectie. Curentul de deplasare exprima
cantitativ faptul ca un camp electric variabil in timp produce un camp magnetic —
fapt confirmat de experientele lui Hertz (1888) privitoare la producerea undelor
electromagnetice. Roentgen a incercat — fara succes, de altfel — sa masoare
experimental efecte magnetice compatibile cu expresia curentului care i1 poarta
numele. Rezultatele experimentale au ardtat cd in expresia curentului Roentgen
teoretic in locul inductiei electrice D ar trebui sd figureze polarizatia P. Aceasta
neconcordanta a constituit primul insucces notabil al teoriei macroscopice clasice a
electromagnetismului. Pentru aplicatiile tehnice curente, aceasta neconcordantd nu
prezintd insd importanta practica, astfel incat poate fi ignorata.

Prezenta curentului Réentgen teoretic in expresia legii circuitului
magnetic trebuie interpretatd in sensul ca si corpurile polarizate in
miscare produc efecte magnetice.

b. Forma locala a legii circuitului magnetic. Pentru domeniile de
continuitate, aplicand teorema lui Stokes membrului stang al ecuatiei (5.147), se
obtine:

”rotHdA:J. {J+%)+pvv+rot(va)}dA (5.151)

Sr Sr

Identificand integranzii din relatia (5.151), se obtine forma locala a legii
circuitului magnetic:

rotH:J+%)+pvv+rot(va). (5.152)

In medii imobile, v = 0, ecuatia (5.152) devine:

rotH:J+aa—]t). (5.153)

c. Forma locala a legii circuitului magnetic pe suprafete de
discontinuitate.

Medii imobile. Fie S; o suprafata de discontinuitate a campului magnetic
care separd domeniile 1 s1 2 si fie doua puncte infinit apropiate de Sy in care
intensitatile campului magnetic H; si H, sunt diferite (fig. 4.27). Se considera
conturul I' de forma dreptunghiulara cu laturile As si Ah. Prin suprafata Sp
solenatia 65_corespunde curentului electric de conductie repartizat cu densitate de

volum J si cu densitatea panzei de curent J;. Tensiunea magnetomotoare se
calculeaza cu relatia (5.147):

HztAs—HltAs:JnAhAs+JltAs+%)nAhAs, (5.154)

unde t este versorul tangential la Sy, iar n este versorul normalei la suprafeta Sr.
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La limita, pentru Ah — 0, se obtine:
Hy —Hy =J;. (5.155)

Pe suprafata de discontinuitate a campului magnetic care separa doud medii
imobile, diferenta componentelor tangentiale ale intensitatilor campului magnetic
este egala cu densitatea de suprafata a curentului electric de conductie.

Relatia (5.155) se poate scrie si sub forma:

n,x(H,-H,)=1J,. (5.156)

si reprezintd forma locala a legii circuitului magnetic pentru medii imobile pe
suprafete de discontinuitate.
Daca J; = 0, ecuatia (5.155) devine:

Hlt = Hz. (5157)

Pe suprafata de discontinuitate a campului magnetic care separa doua medii
imobile pe care densitatea de curent este nula, se conserva componentele
tangentiale ale intensitatii campului magnetic.

Medii in miscare. Fie S4 o suprafatd care separa doud medii in miscare si fie
vy, V, vitezele punctelor situate in imediata vecindtate a lui Sy n care intensitatile
campului magnetic, inductiile electrice i densitatile de sarcind electricd au valori
diferite. Tensiunea magnetomotoare se calculeazd cu relatia (5.149) si la limita
pentru Ah — 0 se obtine:

H, -H, =], TPa, Vo =Pa, Vit +(D2 X V2)t_(D1 X Vl)t' (5.158)

Relatia (5.158) constituie forma locala a legii circuitului magnetic pentru medii in
miscare pe suprafete de discontinuitate.

d. Teorema refractiei liniilor de cAmp magnetic. Fie o suprafatd de
discontinuitate pentru liniille cAmpului magnetic, care separda doud medii pentru
care relatia dintre inductia magnetica si intensitatea cdmpului magnetic este de
forma: B = pH. Efectuand raportul membru cu membru al relatiilor formelor locale
pe suprafete de discontinuitate a legilor fluxului magnetic (5.54) si circuitului
magnetic pentru medii imobile (5.157), se obtine:

wH,, _ w,H,, - (5.159)
H H

1t 2t

Deoarece H,,/H;, = tga; si H,/Hy = tga,, unde o, si a, sunt unghiurile pe care le
formeaza cu normala intensitatile cAmpului magnetic in cele doua medii, rezulta:

LT (5.160)
tga, M,

Relatia (5.160) constituie teorema refractiei liniilor de camp magnetic: la trecerea
dintr-un mediu cu permeabilitatea \, intr-un mediu cu permeabilitatea |, raportul
tangentelor unghiurilor de incidenta o, si de refractie o, este egal cu raportul
permeabilitatilor.
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5.3. TEOREMELE GENERALE ALE CAMPULUI
ELECTROMAGNETIC

Din legile generale si de material ale campului electromagnetic se deduc
teoreme, dintre care cele mai importante sunt:
e teorema energiei electromagnetice;
e teorema actiunilor ponderomotoare;
e teorema de unicitate a cAmpului electromagnetic;

5.3.1. Teorema energiei electromagnetice

Trecerea unui sistem fizic printr-o transformare dintr-o stare in alta stare este
insotitd de schimbari in exteriorul sistemului (de pozitie, de viteza, modificari ale
starilor electricd, magnetica, termica etc.). Aceste schimbdri se numesc actiuni
externe ale sistemului fizic in cursul transformarii dintre cele doud stari. Daca
actiunile externe sunt produse numai prin efectuare de lucru mecanic, acesta se
numeste echivalentul in lucru mecanic al actiunilor externe. Suma echivalentilor
in lucru mecanic ai tuturor actiunilor externe care se produc la trecerea printr-o
transformare a unui sistem fizic dintr-o stare datd intr-o stare de referintd, se
numeste energia W a sistemului fizic in starea data fati de starea de referinta S,. In
conformitate cu principiul de conservare a energiei, energia unui sistem fizic este
independenta de transformarea dintre cele doua stari si se poate exprima exclusiv
in functie de valorile marimilor de stare ale sistemului in cele doud stdri; prin
alegerea valorii energiei in starea de referintd, energia intr-o alta stare este complet
determinatd. Pana la o constantd arbitrard, energia este o functie de starea
sistemului fizic si prin alegerea constantei energia intr-o stare datd poate fi
pozitiva, negativa sau nuld. Dupa natura marimilor de stare de care depinde fiecare
dintre termenii aditivi din expresia generald a energiei totale, energia este
mecanica, electrica, magnetica etc., fiecare dintre acesti termeni fiind o forma de
energie. In conformitate cu teoria actiunii din aproape in aproape, actiunile fizice
sunt localizate si deoarece energia este o functie de starea sistemelor fizice, rezulta
ca energia depinde exclusiv de marimi de stare locala.

Termenul aditiv din expresia generald a variatiei energiei unui sistem fizic,
raportatd la o stare de referintd care difera de starea considerata exclusiv prin
valorile marimilor de stare locala si instantanee ale campului electromagnetic se
numeste energie electromagneticd Wen. In general, starea de referintd S, se
caracterizeaza prin valori nule ale marimilor de stare ale campului electromagnetic.
Pentru a aduce un sistem fizic din starea de referintd intr-o altd stare care diferd
exclusiv prin valorile marimilor de stare locald si instantanee ale campului
electromagnetic, trebuie efectuate din exteriorul sistemului actiuni al caror
echivalent in lucru mecanic este egal cu energia electromagneticd in starea
consideratd. In acord cu conceptia moderni asupra notiunii de cimp si cu
conceptul privind transmiterea din aproape in aproape a actiunilor sale, energia
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electromagneticda W, este distribuitd in domeniul vs din spatiu cu densitatea de
volum Wep,

w,. = lim AW, _ dWer . (5.161)
Av—>0 Ay dv

Densitatea de volum a energiei electromagnetice este 0 marime de
descriere locald a anumitor proprietiti ale campului. Prin urmare, in mod
necesar ea trebuie exprimati in functie de marimile de stare locala ale
campului electromagnetic (E, D, B si H). Modul concret in care se realizeaza
aceasta descriere rezulta din teorema generala a energiei electromagnetice.

Starea de referinta S, se alege in functie de proprietitile de material ale
mediului astfel:

e in mediile cu polarizatie temporara si reversibild, in care anularea lui E si
H implica anularea lui D si B, starea de referinta S, este caracterizata de
valori nule, E=0,D=0, H=0, B =0;

¢ in mediile care au si o polarizatie permanenta, in care anularea lui E si H
nu implica anularea lui D si B, starea de referinta S, este caracterizata numai
de valorile nule, E=0si H=0.

Se considerd domeniul vy, marginit de suprafata inchisa X, in interiorul
caruia se gasesc corpuri incarcate cu sarcini electrice si polarizate electric,
conductoare parcurse de curenti electrici i corpuri magnetizate.

Daca se multiplicd scalar ambii membri ai ecuatiei legii inductiei
electromagnetice (5.68) cu H si ai ecuatiei legii circuitului magnetic (5.153) cu E,
ambele ecuatii scrise pentru medii imobile, se obtine:

HrotE = —Ha—B (5.162)
ot
ErotH = EJ+E%) (5.163)

Se scade ecuatia (5.162) din ecuatia (5.163) si rezulta:

E rotH - HrotE = EJ+E8—D Ha—B (5.164)
ot ot
sau
—div(ExH)=EJ + Ea—D Ha—B (5.165)
ot ot

Multiplicand ambii membri ai relatiei (5.165) cu dvdt si integrand pe vy in raport
cu timpul de la 0 la t, se obtine:

_;dtmdwExH Jav = Idtj”EJdv+Idt”j( D, atjdv (5.166)
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Daca se aplicd teorema divergentei primului membru al relatiei (5.166) si se
inlocuieste versorul normalei exterioare n cu versorul luat cu semn schimbat al
normalei interioare -n;, se deduce relatia:

jdtﬁ (ExH)n,dA = jdtjijJdv+jjjj (EdD+HdB)dv,  (5.167)

vy So vz

numita integrala de energie a campului electromagnetic.

In acord cu primul principiu al termodinamicii, energia elementara
transferata sistemului din exterior dWy, prin suprafata X este egala cu suma dintre
energia elementara dQ); transformata in conductoarele situate in vy, lucrul mecanic
elementar dL si cresterea energiei electromagnetice interioare dWep,

AWy = 8Q, + 8L + dW., . (5.168)

Mediile fiind imobile, 6L = 0 si identificand ecuatiile (4.191) si (4.192), rezulta:
e Termenul Wy In expresia cdruia intervin numai marimi de stare locald si
instantanee a cdmpului electromagnetic,

W; = {}[(ExH)n, dAdt (5.169)
20

reprezintd energia electromagnetica transferata sau transmisa sistemului din
exterior prin suprafata ¥, iar energia transferatd in unitatea de timp Py,

dW;

P. =
ot

_{:f (ExH)n, dA (5.170)

reprezintd puterea electromagnetica transmisd sistemului din exterior prin suprafata
Y. Vectorul S =E x H se numeste vectorul lui Poynting si relatiile (5.169), (5.170)
se pot scrie sub forma:

szﬁanidAdt ; P ={fSn dA; (5.171)
0 P
e Termenul Q;,
:jﬂjEJdvdt (5.172)
vy 0

reprezintd energia transformata in conductoare (in acord cu legea transformarii
energiei in conductoare). Cu relatia p; = EJ = pJ* rezultd puterea transformati in
conductoare:

= [[[p,dv . (5.173)
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Pentru conductoarele liniare si omogene p; = pJ2 = oE’ si Q, reprezinti
energia transformata in cialdura prin efect electrocaloric Joule — Lenz;
e Termenul W,

Wem = We + W, (5.174)

se numeste energie electromagnetica interioara $i este egald cu suma a doi
termeni:

W, =[[[dv[EdD; W, =[[[dv[HdB, (5.175)

vy So

unde W. este energia electrica interioara si W, este energia magneticd
interioard.

Densitatile de volum ale energiilor electromagnetica Wy, electrica w, $i
magnetica W, sunt:

W, = [(EdD+HdB); w, =[EdD; w,kA=[HdB. (5.176)

So So So

Daca mediile sunt liniare, izotrope si fara polarizatii permanente, D = ¢E ,
B = uH, expresiile energiilor si densitatilor de energie devin:

_”I(ED HB)d W, m Dav,w. H —dv (5.177)

Wem=@+E; We:@; Wm:E . (5.178)
2 2 2 2
Relatia (5.167) reprezintd teorema generald a energiei electromagnetice
pentru medii imobile: fluxul de energie electromagnetica Wy transmis unui sistem
fizic din exteriorul lui prin suprafata X este egal cu suma dintre energia
transformata Qy s1 cresterea energiei electromagnetice interioare W gy,

5.3.2. Caldura dezvoltata la parcurgerea ciclurilor de histerezis.
Teorema lui Warburg.

Se considera o suprafatd ¥ in interiorul careia se afla corpuri feroelectrice si
feromagnetice imobile. Integrala de energie (5.167) se poate scrie sub forma:

ffsn.aa - mEdem( D, atjdv (5.179)

Primul termen din membrul al doilea al relatiei (5.179) este egal cu suma caldurilor
dezvoltate in unitatea de timp in domeniul vy prin efectele Joule P;, Peltier Pp,
Thomson Pt si puterii transformate din forma electromagnetica in chimica sau
mnvers Pc:
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[[[EJdv=P +P, +P +P, . (5.180)

Vs

In acord cu primul principiu al termodinamicii, energia transmisa in unitatea
de timp prin suprafata ¥ are expresia:

W, , Wy (5.181)
ot ot

ffSn,dA=P +P, +P, +P.
z

unde W, si W,, sunt energiile electrica si magnetica localizate in vy, iar P, si Py,
sunt puterile dezvoltate in corpurile feroelectrice si feromagnetice ca urmare a
variatiei polarizatiei electrice si magnetizatiei. Identificand (5.180) si (5.181)
rezulta:

oW oD 0B
6te +P, m(E E)dv. (5.182)

Daca transformarea se efectueaza numai cu corpuri feroelectrice se obtine:

+P, j”E—dv (5.183)

Multiplicand ambii membri cu dt si integrand pe durata unui ciclu C, de histerezis,
rezulta:

§ edt+jjjpdt_jjjdv§EdD (5.184)

Tinand seama de legea legaturii dintre D, E s1 P, D = ¢)E + P, relatia (5.184)
devine:

oW,

(5.185)

Ce Ce Ce

La parcurgerea unui ciclu complet, rezulta:

$dw, =0 ;§EdE=%§dE2=O. (5.186)
Ce Ce Ce

Tinand seama de relatiile (5.185) si (5.186), rezulta ca in corpurile feroelectrice se
dezvolta pe durata unui ciclu de polarizare electrica cantitatea de caldura

§P dt=[[[dv§EdP = mAEPdv (5.187)

vy Ce

proportionald cu aria ciclului Agp.
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Procedand la fel pentru o transformare efectuatd numai cu corpuri
feromagnetice se obtine cdldura Q, dezvoltatd la parcurgerea unui ciclu de
magnetizare, Ayy fiind aria acestuia:

Q, = §P,dt=p,[[[dv §HAM =y, [[[A,, dv. (5.188)
Cm \5 vy

Cm

Relatiile (5.187) si (5.188) constituie teorema lui Warburg.

5.3.3. Teorema energiei electrostatice

In medii neliniare, energia localizata in cAmpul electrostatic este dati de
relatia (5.175,):

W, =[[[dv[EdD (5.189)

Voo So

Din relatia (5.189) rezulta ca energia campului electrostatic este

localizata in dielectric (unde exista camp electric) si nu in conductoare (unde
campul este nul).
In relatia (5.189), integrala de volum se extinde asupra domeniului infinit extins,
Vo, 1ar Sy indica faptul ca integrala corespunzatoare se efectueaza plecand de la
valorile care caracterizeaza starea de referintd S, si care se alege in functie de
proprietitile de material ale mediului. In medii cu polarizatie temporard si
reversibild sau in vid, in care anularea lui E implica si anularea lui D, starea de
referintd Sy este caracterizata prin valori nule ale marimilor de stare, E =0, D = 0.
In medii cu polarizatie permanents, in care anularea lui E nu implici si anularea lui
D, starea de referintd Sy este caracterizatd numai de valoarea nula a lui E, E =0 (D
#0).

In medii cu polarizatie temporara si reversibili sau in vid, densitatea de
volum a energiei electrice se calculeaza efectuand integrala de la valoarea nuld a
intensitatii campului electric pentru care inductia electricad este nuld, pana la
valoarea D=¢ E+P, :

D=ggE+P;
w,= [EdD, (5.190)

e
E=0

Densitatii de volum a energiei w, ii corespunde aria cuprinsd intre curba D(E) si
axa OD (fig. 5.18). Integrand prin parti membrul al doilea

Dt al relatiei (5.190), se obtine:
\}Ve D=cE+P, E=(D-P,)/g
/. w,= [EdD=ED- [DdE. (5.191)
P E=0 E=0
d E
> Termenul
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E=(D-P,)/gg
w,= |DdE (5.192)

E=0

se numeste densitate de volum a energiei electrice complementara (prescurtat
coenergie) si este egal cu aria cuprinsa intre curba D(E) si axa OE (fig. 5.18).
In medii liniare, D = €E si relatia (5.190) devine:

W, = j ¢RdE = cB’ = LED=1D" (5.193)
2 2

.o R .« . . * ee . .
adicd densitatile de volum ale energiei w, $i w, au expresii identice.

Energia de interactiune a conductoarelor incircate cu sarcini electrice.
Se considera un sistem de n conductoare incarcate cu sarcinile electrice qi $i
dispuse intr-un dielectric care ocupa volumul v, limitat de suprafata inchisa ¥ si

de suprafetele Xy ale celor n conductoare (fig. 5.19). Dielectricul este neincarcat
electric si fara polarizatie permanenta.

In medii liniare, densitatea de volum a energiei localizate in campul
electrostatic al acestor conductoare este data de relatia (5.193). Tindnd seama de
teorema potentialului electrostatic (2.238), se obtine:

w, :%DEz-%DgradV=-%diV(VD)+%VdiVD, (5.194)

unde s-a utilizat identitatea:
div(VD)=VdivD+DgradV. (5.195)

Pentru a calcula energia totala a campului
electrostatic al conductoarelor 1incarcate, se
integreaza expresia (5.194) pe volumul ocupat de
dielectric si se tine seama de faptul ca in volumul

vy, al dielectricului nu existd sarcini electrice

adevarate, adica divD=0,

Fig. 5.19 W, = —% [[[div(VD)dv. (5.196)

VESK

Integrala jﬂ diV(VD)dV pe volumul vy; ocupat de dielectric, se poate
VESK

transforma intr-o integrald de suprafatd considerand domeniul v;; limitat atat de
suprafata ¥ a domeniului cat si de suprafetele Zy ale celor n conductoare:

1 ocep s 1 1@
Wo=—3 mdw(VD)dv=—5§VDdA+§Z§Vk D, dA, . (5.197)

VESK k=l 3,



246

Semnul integralelor pe suprafetele Xy s-a schimbat datoritd faptului ca versorul
normalei pozitive la suprafetele X, este orientat spre exteriorul acestora, in timp ce,
in raport cu domeniul v este orientat spre interiorul suprafetelor X (fig. 5.19).

Se considera ca suprafata ¥ este extinsa la infinit, £ — X, (adicd cuprinde intreg
spatiul v,). Deoarece corpurile incarcate cu sarcini electrice se afla la distanta
finitd, marimile de stare ale campului sunt nule pe suprafata de la infinit si primul
termen al membrului al doilea al relatiei (5.197) este nul,

ffvDdA=0. (5.198)
Z

Deoarece, fiecare dintre conductoare constituie un domeniu echipotential (in
punctele suprafetei X, potentialul are valoare constantd) si tinind seama de
relatia (5.198), expresia energiei electrostatice (5.197) devine:

1 1
W, =§ka{:f D, dA, :EZVk dy » (5.199)
k=1

k=1 i

unde s-a utilizat legea fluxului electric (5.15).

Cu ajutorul relatiei (5.199) se poate calcula energia electrostatica a unui
condensator de capacitate C. In acest caz, sistemul are douii conductoare
(armaturile condensatorului) incarcate cu sarcinile q; = q, q; = -q si avand
potentialele V; si V,. Rezulta:

qU _¢* _cu?

. (5.200
2 2C 2 ( )

13 1 1
Wo=22Via, =2 (aVi+aVs)=2a(vi-V,)
k=1

Energia electrostaticd, fie scrisd sub forma de interactiune a sarcinilor
electrice, fie sub forma care pune in evidentd localizarea in domeniul campului,
este pozitiv definitd §i se anuleazad odata cu anularea campului electric.

5.3.4 Teorema energiei magnetice

In paragraful 5.3.1 s-a stabilit expresia energiei cAmpului magnetic,

W, =[] [HdBdv = [[[w, dv, (5.201)

Voo So

unde integrala de volum se extinde asupra domeniului infinit extins, v...

Relatia (5.201) pune in evidentd localizarea energiei cAmpului magnetic in
domeniul campului. In relatia (5.201), S, indica faptul ci integrala corespunzatoare
se efectueaza plecand de la valorile care caracterizeaza starea de referinta S, si care
se alege in functie de proprietitile de material ale mediului. In medii cu
magnetizatie temporara si reversibild sau in vid, in care anularea lui H implica si
anularea lui B, starea de referintd S, este caracterizata prin valori nule ale
marimilor de stare, H = 0, B = 0. In medii cu magnetizatic permanenta, in care
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anularea lui H nu implica si anularea lui B, starea de referintd S, este caracterizata
numai de valoarea nula a lui H, H= 0 (B #0).

In medii cu magnetizatie temporari si reversibild sau in vid, densitatea de
volum a energiei magnetice se calculeazd efectuand integrala de la valoarea nula a
intensitatii cdmpului magnetic pentru care inductia magnetica este nuld, pana la
valoarea B=p,(H+M,):

B=po(H+M)
w,= [HdB, (5.202)

i B=0(H=0)

Densitatii de volum a energiei magnetice w,, 11 corespunde aria cuprinsd intre
curba B(H) si axa OB (fig. 5.20). Integrand prin parti membrul al doilea al relatiei
(5.202), se obtine:

A B=po (H+M) H=B/ug-M;
BT w,= |HdB=HB- [BdH. (5.203)
/ " B=0(H=0) H=0
7 *
Wm Termenul
//
I;I H=B/py-M;
w,= [BdH (5.204)
Fig. 5.20 H=0

se numeste densitate de volum a energiei magnetice
complementare (prescurtat coenergie) si este egal cu aria cuprinsa intre curba B(H)
si axa OH (fig. 5.20).
In medii liniare, B = pH si relatia (5.204) devine:

H
w=n HdH——qu_lHB:iBz, (5.205)
0 2 2p

adicd densitatile de volum ale energiilor wy, si W sunt egale.
Observatie. Raportul dintre densitatile de volum ale energiilor magnetica si
electrica in aer este:
BZ
w, 2w, 1 B

m

We ﬁ T
2
Deoarece intensitatea campului electric este maxima in aer la nivelul unei valori a
rigiditatii dielectrice E = 30 KV/cm, iar inductia magnetica maxima este limitata
de saturatia magnetica a materialelor feromagnetice la valoarea B = 1T, rezulta:
W, 4.1-9-10° i

m

w, 4-71-107-9-10%

.. . .. . oA 4 . .
adica densitatea de volum a energiei magnetice in aer este de 10" ori mai mare
decdt densitatea de volum a energiei electrice in aer. Din acest motiv se preferd

b
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sistemele de conversie electromecanica in care energia este localizata sub forma
magneticad.

Energia magneticd de interactiune a curentilor. Se considera un sistem de n
conductoare filiforme imobile, parcurse de curenti de conductie de intensitate
ix (k=1,2, ..., n), situate intr-un mediu liniar din punct de vedere magnetic si
infinit extins.

Tinand seama de posibilitatea exprimarii inductiei magnetice B in functie de
potentialul magnetic vector A (4.286) , expresia densitatii de volum a energiei
magnetice (5.205) devine:

1

w, =—HB L Hrota :ldiv(AxH)+lArotH =.
2 2 2 2

= %div(Ax H)+%AJ. (5.206)

Energia totald a campului magnetice se obtine integrand relatia (5.206) pe
domeniul infinit v,, din care se elimind domeniile de discontinuitate ale campului,
adica volumele ocupate de conductoarele filiforme. Acest domeniu este limitat de
suprafata de la infinit X, si de cele n suprafete Xy care imbracd strans
conductoarele filiforme (fig. 5.21). In acest domeniu neexistind curenti electrici de
conductie (J = 0), expresia energiei magnetice (5.206) devine:

W, = [, dv -~ lfdiv(axH)av =

_ %ﬁ(A <H)ndA -3 ff(AxH)n, dA, . (5.207)

Lo k=l 3,

Semnul minus in fata celui de-al doilea termen din membrul doi al relatiei (5.207)
apare datoritd faptului ca versorul normalei pozitive la suprafetele Z; este orientat
spre exteriorul acestora, in timp ce, in raport cu domeniul v, este orientat spre
interiorul suprafetelor X, (fig. 5.21). Deoarece
circuitele parcurse de curenti se afld la distanta finita,
marimile de stare ale cAmpului sunt nule pe suprafata
de la infinit si deci:

ff(AxH)ndA =0. (5.208)

Ze

Notand cu dl elementul de lungime al curbei I'y a
conductorului filiform si cu dsy (ds, L dly) elementul
de lungime pe curba inchisa Cy ce delimiteaza o
sectiune normald a conductorului filiform, elementul de arie dAy se poate exprima
sub forma dA, =ds, xdl, sirelatia (5.207) devine:
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= > fJ(Hx A)ds, xdL,). (5.209)

k=ly

l\)l»—

k

Admitand ca in imediata vecinatate a conductorului filiform intensitatea campului
magnetic se poate aproxima cu cea produsd de conductor, curba Cy poate fi
asimilatd unei linii de cAmp magnetic, deci HJ|ds,. Daca se tine seama de relatia de
calcul vectorial,

(Hx A)ds, xdl, )= (Hds, Adl,)-(Hdl, )Ads,) (5.210)

si de faptul ca dsy L dl si deci HL dly (Hdl, =0), deoarece H||dsy, rezulta:

Zﬁ (Hds, YAdl,)

kle

==Y {Hds, jAdl,. (5.211)

k=l

l\)l»—

k I

Aplicand legea circuitului magnetic in lungul curbei C,,

i, = {Hds, (5.212)
Ck

si tinand seama de relatia

jSAdl = [[ (rotA)n, dA, = [[Bn,dA, =, (5.213)
S Sric
rezulta:
:lZik D, . (5.214)
2ia

Utilizand relatiile lut Maxwell pentru inductivitati (4.267),
q)k :Zq)kj :Zijija (5215)
se obtine energia magneticd in functie de inductivitati:

W= ZZijll (5.216)

2o

Daca se utilizeaza relatiile lui Maxwell pentru inductivitati reciproce (4.268),
i, =) @, (5.217)
=
expresia energiei magnetice (5.214) devine:

22rj®kq>j. (5.218)

20
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Pentru n = 1 se obtin expresiile energiei magnetice ale unei bobine:

2

wo=lrp-lei-1® (5.219)
2 2 2 L

Pentru n = 2 se obtine energia magnetica totald a sistemului format din doua

bobine cuplate magnetic:

W, =%Luif JF%L22 i +Mig,. (5.220)

Ultimul termen din relatia (5.220) se poate scrie si sub formele urmatoare:
Miji, =L,ii, =@p,1 =L, i1, =0, 1, (5.221)

si reprezintd energia magneticd de interactiune dintre circuitul parcurs de curentul
1; s1 cAmpul magnetic produs de circuitul parcurs de curentul i,, sau energia
magneticd de interactiune dintre circuitul parcurs de curentul 1, $i campul magnetic
produs de circuitul parcurs de curentul i;. In general, energia magnetica de
interactiune dintre un circuit electric parcurs de curentul electric 1 si inldntuit de
fluxul magnetic ®, produs de un cAmp magnetic exterior este:
W _=10. (5.222)

Inductivitatea interioara. Inductivitatile proprii s1 mutuale definite cu
ajutorul fluxului magnetic (v. par. 4.8) se refera exclusiv la domenii din exteriorul
conductoarelor filiforme. In interiorul conductoarelor, aceste definitii nu pot fi
utilizate deoarece nu este posibild alegerea univoca a suprafetei prin care se
calculeaza fluxul magnetic. Inductivitatea interioara care corespunde campului
magnetic din interiorul conductoarelor se defineste cu ajutorul energiei magnetice.
Astfel, energia magneticd a unui conductor ocupand volumul v; si parcurs de
curentul 1 este (5.219):

W =—L.i. (5.223)

Pe de alta parte, energia magnetica localizata in conductor are expresia
(5.205),

W, :%jvjinde . (5.224)

Identificand relatiile (5.223) si (5.224) se obtine inductivitatea interioard L; a
conductorului:
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L=5W,=>[[[HBdv . (5.225)

5.3.5. Teorema actiunilor ponderomotoare

In orice sistem fizic format din corpuri in interactiune cu cAmpul
electromagnetic, se dezvolta intotdeauna forte. Aceste forte se caracterizeaza prin
aceea ca depind de marimile de stare electrica si magnetica a corpurilor si se
anuleaza odata cu disparitia campului.

In acord cu conceptia transmiterii din aproape in aproape a actiunilor
campului, forta exercitata de camp asupra corpurilor poate fi localizata in elemente
de volum oricat de mici. Astfel se poate introduce notiunea de densitate de volum a
fortei:

leimA—F:dF

-~ 5.226
Av—0 Ay dV ( )

unde AF este forta elementara care se exercita asupra elementului de volum Av.

Se considera un mediu in miscare cu viteza v(r,t). Mediul este liniar si
izotrop, lipsit de polarizare electrica permanenta si de magnetizare permanenta. De
asemenea, se considerd ca permitivitatea electrica € si permeabilitatea magnetica p
depind de densitatea de masa t care la randul sdu este o functie de punct si de timp:

e=¢(t)=¢[t(r,t)]; p=n(r)=p(r,1)]. (5.227)

In acord cu primul principiu al termodinamicii, energia transferata sistemului
din exterior Wy, 1n unitatea de timp prin suprafata ¥ are expresia:

aW; _ P,+P .+ dWe, , (5.228)
dt dt

unde: P; este puterea transformatad in conductoarele situate in vy; Py este puterea
mecanicd datoratd lucrului mecanic al fortelor de natura electromagnetica, iar Wy,
este energia electromagnetica localizata in domeniul vs.

Presupunand sistemul format din corpuri si campul electromagnetic extins
in Intreg spatiul v, intensitatea campului electric si intensitatea cAmpului magnetic
scad suficient de repede cu distanta, astfel incat vectorul Poynting se anuleaza la
infinit si nu exista transport de putere prin frontiera X, de la infinit,

dW
_ S, :ﬁ(ExH)ni dA=0. (5.229)
Lo

P
Yoo dt

Prin urmare, ecuatia de bilant energetic (5.228) devine:

_dW,
dt

=P, +P

mec

(5.230)
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unde puterea mecanica datoratd lucrului mecanic al fortelor de naturd
electromagnetica se scrie in functie de densitatea de volum a fortei f:

P, =|[[fvdv. (5.231)

Tinind seama de expresia densitdtii de volum a energiei electromagnetice
(5.178) si de legea transformarii energiei in conductoare (5.31), relatia (5.230)
devine:

—m'g(%+%)dv:”J'EJdv+m'fvdV. (5.232)

Utilizand conditiile de mediu formulate mai sus si ecuatiile cAmpului, din relatia
(5.232) se obtine expresia densitatii de volum a fortei electromagnetice care
contine doua componente [7]:

fon = fe + £, (5.233)

unde:

1 1 de d.B
f =p E——E’crade+—grad| E*—1 |+ Dx—t 5.234
c=pE-ZE% 58 ( drrj & ( )

este densitatea de volum a fortei electrice, iar

f =JxB—lH2gradp+lgrad(H2%r)+df—DxB (5.235)
2 2 dt dt

este densitatea de volum a fortei magnetice.
In relatia (5.234), primul termen, p,E, reprezintd densitatea de volum a
fortei exercitate de campul electric asupra corpurilor incarcate electric; al doilea

1 : : : A
termen, —EEzgrads, este densitatea de volum a fortei exercitate de campul

......

: 1 de . : .
treilea termen, 5 grad(Ezd—rJ, reprezinta densitatea de volum a fortei de
T

electrostrictiune; prin electrostrictiune se intelege fenomenul de deformare a unui
dielectric la introducerea sa intr-un camp electric exterior.

In relatia (5.235), primul termen, J x B, reprezinti densitatea de volum a
fortei exercitate de campul magnetic asupra conductoarelor in stare electrocinetica;

: 1 : : :
al doilea termen, —EHzgradu, este densitatea de volum a fortei exercitate de
campul magnetic asupra corpurilor cu o distributie neomogena a permeabilitatii

. . 1 d . .
magnetice |; al treilea termen, Egrad(H2 d—“r}, reprezintd densitatea de volum a
T
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fortei de magnetostrictiune; prin magnetostrictiune se intelege fenomenul de
deformare a unui corp la introducerea sa intr-un camp magnetic exterior.

Ultimii doi termeni din relatiile (5.234) si (5.235) au valori nenule chiar si in vid,
astfel incat nu reprezinta o actiune a campului asupra corpurilor ci asupra vidului,
ceea ce este lipsit de sens, campul electromagnetic neputand exercita nici un fel de
actiuni asupra vidului. Suma ultimilor termeni din relatiile (5.234) s1 (5.235) se
poate scrie sub forma:

px3B, 4D p_d g, p)-98

(5.236)
dt  dt dt dt

si corespunde variatiei in timp a unei forme speciale de impuls asociat campului
electromagnetic. Acesta este impulsul electromagnetic a carui densitate de volum,
conform relatiei (5.236), este:

g=D x B. (5.237)

Calculul fortelor electromagnetice prezintd interes numai in cazul
campurilor stationare si cvasistationare, cand variatia impulsului electromagnetic
este neglijabild, astfel Incat ultimii termeni din relatiile (5.234) si (5.235) pot fi
neglijati.

5.3.6. Teoremele fortelor generalizate in camp electrostatic

Fortele de interactiune dintre sarcinile punctiforme pot fi calculate cu
ajutorul teoremei lui Coulomb. In cazul corpurilor masive incircate cu sarcini
electrice, utilizarea teoremei lui Coulomb devine laborioasa, deoarece corpurile
trebuie impartite in parti elementare, care ar putea fi considerate punctiforme si
forta rezultanta se determind ca suma fortelor de interactiune ale sarcinilor
elementare astfel constituite.

Calculul fortelor care se exercitd in camp electric asupra conductoarelor se
poate face plecand de la expresia densitatii de volum a fortei f. (5.234) si
integrand-o pe volumul corpului. Aceastd metoda prezinta dezavantajul unui calcul
laborios, datorita faptului ca este necesar sa se determine expresia intensitatii
campului electric E in orice punct din interiorul sau de pe suprafata corpului.

In regim electrostatic, calculul acestor forte se poate face cunoscand variatia
energiel sistemului de corpuri incarcate.

Se considera un sistem de n corpuri conductoare incdrcate cu sarcinile g si
avand potentialele Vy, situate Intr-un mediu dielectric liniar, izotrop, fara
polarizatie permanentd, infinit extins. Configuratia sistemului de conductoare este
complet caracterizatd de m parametri independenti, Xy, Xa, ..., Xy, NUMiti
coordonate generalizate ale sistemului. Astfel de coordonate pot fi considerate
distantele dintre corpuri, unghiurile de rotatie a corpurilor in jurul unor axe, ariile
suprafetelor sau volumele corpurilor, etc. Fortele electrostatice care tind sa
modifice aceste coordonate se numesc forte generalizate si se noteaza cu Xy, k=1,
2,..., m. Fiecarei coordonate generalizate ii corespunde forta generalizata proprie,
care tinde s modifice aceasta coordonati in sensul cresterii acesteia. Intre
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coordonatele generalizate si fortele generalizate exista urmatoarea corespondenta:
deplasare — forta, unghi de rotatie in jurul unei axe — cuplu, arie — tensiune
superficiald, volum — presiune.

Numarul de coordonate generalizate, necesare pentru determinarea pozitiei
sistemului, este egal cu numarul de grade de libertate ale sistemului de corpuri.
Astfel, in cazul unui corp cu o axa fixa este suficient sa se cunoasca numai unghiul
de rotatie a corpului in jurul acestei axe.

Consideram ca toate corpurile incarcate, in afara de corpul k, sunt fixe si
numai corpul k se poate deplasa, astfel incat variaza una dintre coordonatele sale
Xx. Aceasta variatie a coordonatei generalizate x, se produce sub actiunea fortei X,
care se datoreaza interactiunii sarcinii corpului k cu toate sarcinile sistemului.
Deplasarea sarcinii g, impreuna cu corpul k, adica modificarea coordonatei
generalizate xy, trebuie sa se produca suficient de lent pentru a se mentine starea de
echilibru electrostatic. Daca dx este o variatie elementara a coordonatei
generalizate xy, atunci lucrul mecanic elementar efectuat de forta electrostatica Xy
care modifica pozitia corpului k este:

dL. =X, dx, (5.238)

a. Teorema fortelor generalizate la sarcini constante. Daca sistemul este
1zolat, sarcinile conductoarelor riman constante, g, = const. si deci nu trebuie
efectuat lucru mecanic din exterior (dL. = 0) pentru aducerea altor sarcini, adica nu
exista aflux de energie citre sistem. In acest caz, principiul conservirii energiei
(5.168) se exprima prin relatia:

0=(dw,

e )qk:const.

+dL,, (5.239)

sau

X, dx, =—(dW

€ )qk =const.

(5.240)

unde indicele q, = const. arata ca sarcinile electrice nu se modifica.
Daca dx este deplasarea produsa sub actiunea fortei Xy, Inseamna ca lucrul
mecanic efectuat de aceastd forta este pozitiv, dL, = X, dx, > 0. In acest caz, din

relatia (5.240) rezulti cd (dW,)

scade. Intr-adevir, cand nu exista aport de energie din exterior, lucrul mecanic
elementar dL; se poate efectua numai pe seama rezervelor interne de energie ale
sistemului, Tn cazul de fatd pe seama energiei campului electrostatic.

Din relatia (5.240) se obtine:

<0, adica energia campului electrostatic

qg =const.

X, =-— oW . (5.241)
0X,

qx =const.

Relatia (5.241) constituie prima teorema a fortelor generalizate in camp
electrostatic: in cazul sarcinilor electrice constante ale conductoarelor, forta
generalizata Xy, care actioneaza in sensul cresterii coordonatei generalizate X,
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este egala §i de semn contrar cu derivata partiala a energiei electrostatice W, in
raport cu coordonata generalizata X.

In conformitate cu prima teorema a fortelor generalizate in camp
electrostatic, fortele generalizate tind sa deplaseze sau sa roteasca conductoarele
incat la sarcini electrice constante energia electrostatica descreste.

b. Teorema fortelor generalizate la potentiale constante. Consideram
acelasi sistem de corpuri, dar vom presupune ca in cursul deplasarii sarcinile
electrice ale corpurilor se pot modifica prin aducere de la infinit a altor sarcini
electrice, iar potentialele corpurilor raman constante (de exemplu, cazul unor
corpuri conductoare conectate la surse de tensiune electricd constantd). Sarcini
suplimentare pot fi transmise sistemului numai de sursele exterioare care, pentru
aceasta, trebuie sa efectueze un lucru mecanic dL, #0. Acest lucru se realizeaza

transportand cu ajutorul unor corpuri de proba sarcinile elementare dqy de la infinit
pe suprafetele conductoarelor. Pentru a calcula lucrul mecanic necesar
transportului corpurilor de proba de la infinit pe corpurile conductoare, se admite
ca deplasarea in camp a corpurilor de proba se efectueaza foarte lent, astfel incat
fiecare din starile succesive ale sistemului poate fi consideratd o stare
electrostaticd. Lucrul mecanic elementar dL. efectuat din exterior de forta dF
asupra corpului de proba pentru a transmite sarcina elementara dqy este:

n P
dL, =) [dFds, . (5.242)

k=1

Asupra corpurilor de proba actioneaza pe de o parte fortele exterioare dF
necesare deplasarii sarcinilor de la infinit pe corpurile considerate, iar pe de alta
parte fortele coulombiene dF. = dqiE, unde E este intensitatea campului
electrostatic. Pentru a obtine o deplasare lenta, diferenta dintre aceste forte trebuie
sd fie mica, adicd forta dF este egala si de semn opus cu forta dF., dF = - dF.. Prin
urmare, relatia (5.242) devine:

n

Py n P n
dL, =-Y [dq, Eds, =-) dq,[Eds, =)V, dq, , (5.243)
k=1 0 k=1

k=l

V\ fiind potentialul electrostatic al conductorului k.
In acest caz, cresterea energiei campului electrostatic al sistemului de
corpuri incarcate va fi:

] k=n ] k=n 1
(dWe )Vk:const. = d(_ z Vk qkj == Z deqk == dLe s (5244)
2 k=l 2 k=1 2

adica este egala cu jumatate din lucrul mecanic elementar (5.243) efectuat de
sursele exterioare. In conformitate cu principiul conservarii energiei,

dL, = (dW,) +dL,, (5.245)

Vi =const.
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cealaltd jumatate din lucrul mecanic efectuat de sursele exterioare este consumata
pentru efectuarea lucrului mecanic dL;:

k=n 1 k=n
kZVk dq, = 5 kZVk dq, + X, dx,, (5.246)
=1 =]

Sau:

(5.247)

V| =const.

1 k=n
X, dx, = EkZ;Vk dq, = (dWe)

Daca in sistem se produce o deplasare dxy sub actiunea fortei Xy, lucrul mecanic
efectuat de aceasta forta este pozitiv, dL, = X, dx, > 0. Din relatia (5.247) rezulta

Cé (dWe )Vk =const.
Din relatia (5.247) rezulta:

> 0, adica energia campului electrostatic creste.

X, = (gzvej : (5.248)
k /vy =const.

Relatia (5.248) constituie a doua teorema a fortelor generalizate in cdmp
electrostatic: la potentiale constante ale conductoarelor, forta generalizata X,
care actioneaza in sensul cresterii coordonatei generalizate Xy, este egala cu
derivata partiala a energiei electrostatice W, in raport cu coordonata generalizata
Xk-

La potentiale constante ale conductoarelor, fortele generalizate tind sa
deplaseze sau sa roteasca conductoarele incat energia electrostatica creste.

Intr-o stare dati a sistemului, energia sa electrostatica si deci fortele care se
exercitd intre conductoare sunt unice, indiferent care este evolutia pe care o
urmeaza sistemul plecand din aceasta stare, adica astfel incat sa fie mentinute
constante sarcinile sau potentialele conductoarelor. De aceea, aplicarea oricéreia
dintre cele doua teoreme, (5.241) sau (5.248), trebuie sd conduca obligatoriu la

acelasi rezultat, adica:
X, = —(%J = [aWeJ . (5.249)
aX k /gy =const. aX k /vy =const.

5.3.7. Teoremele fortelor generalizate in camp magnetic

Fortele care se exercita Intre conductoare parcurse de curenti de conductie se
numesc forte electrodinamice. Fortele care se exercitd asupra conductoarelor
parcurse de curenti de conductie sau asupra unor corpuri situate in cAmp magnetic
se numesc forte electromagnetice. Fortele electromagnetice se pot calcula cu
ajutorul densitétii de volum a fortei magnetice f;,, (5.235). Aceasta metoda implica
unele dificultati, in special in privinta determinarii marimilor de stare ale campului
in orice punct al spatiului.
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Ca si in cazul campului electrostatic, este posibila determinarea fortelor care
se exercita asupra corpurilor aflate in cdmp magnetic, daca se cunoaste energia
inmagazinati in cAmpul magnetic. In acest sens, se considerd un sistem format din
n bobine, cuplate magnetic, parcurse de curentii de conductie iy, 1, ..., 1,. Bobinele
sunt alimentate de la n surse avand tensiunile la borne uy, k =1, 2,...,n. Pozitia
reciproca a bobinelor este complet caracterizata de m coordonate generalizate, x;,
Xy, ..., Xm. Consideram ca toate circuitele, in afara de circuitul k, sunt fixe si numai
circuitul k se poate deplasa, astfel incat variaza una dintre coordonatele sale x.
Aceasta variatie a coordonatei generalizate x; se produce sub actiunea fortei X.
Deplasarea circuitului k, adicd modificarea coordonatei generalizate xy, trebuie sa
se produca suficient de lent, astfel incat s nu apara fenomene de radiatie a energiei
electromagnetice. Daca dxy este o variatie elementard a coordonatei generalizate
X, atunci lucrul mecanic elementar efectuat de forta magnetica Xy care modifica
pozitia circuitului k este:

dL =X, dx, (5.250)
Scriind pentru fiecare bobina ecuatia de tensiuni (5.99),

u, =R, i, +% (5.251)

si multiplicandu-le cu 1,dt si apoi insumandu-le, se obtine:
Su,i, dt=> R, iidt+>i, dD, . (5.252)
k=1 k=1 k=1

Pe de alta parte, daca se admite ca bobina k este mobila, ecuatia bilantului
energetic al sistemului in intervalul de timp elementar dt este:

Mu,i dt=>R,i;dt+dL+dW,_, (5.253)
k=1 k=1

unde: dW, =) u, i, dteste suma energiilor elementare primite de bobine pe la
k=1

n
%) .. . g o1 A
borne; dQ =) R, i,dt este suma energiilor elementare transformate ireversibil in
k=1

caldura in rezistentele Ry ale bobinelor; dL este lucrul mecanic elementar efectuat
de fortele magnetice generalizate X la o variatie a coordonatei generalizate xy, iar
dW,, variatia energiei magnetice a sistemului.

Comparand relatiile (5.252) si (5.253), rezulta:

i dD, = dL+dW. . (5.254)
k k m
k=1

a. Teorema fortelor generalizate la fluxuri magnetice constante. Daca
se mentin constante fluxurile magnetice, rezulta d®, = 0 si relatia (5.254) devine:
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dL = X, dx, =—(dW,,) (5.255)

@y =const. *

Daca dxy este variatia coordonatei generalizate produsa sub actiunea fortei
generalizate X, Inseamna ca lucrul mecanic efectuat de aceasta fortd este pozitiv,
dL > 0 s1 din relatia (5.255) rezulta (dWm) <0, adica energia magnetica a
sistemului scade. In acest caz, energia furnizatd de surse acopera numai energia
transformata ireversibil in caldura in rezistentele Ry ale bobinelor, iar lucrul

mecanic se efectueaza numai pe seama scaderii energiei magnetice a sistemului.
Din relatia (5.255) se obtine componenta Xy a fortei generalizate,

X, = _[awmj : (5.256)
8Xk @y =const.

Oy =const.

Rezulta ca fortele generalizate tind sa deplaseze sau sa roteasca conductoarele incat
la fluxuri magnetice constante energia magnetica descreste.

b. Teorema fortelor generalizate la curenti constanti. Daca se presupune
ca intensitatile curentilor sunt constante, i, = const. si tindnd seama de expresia
energiei magnetice (5.214), rezulta:

(dw,). . = 1 i, do, . (5.257)
k C 2GS
Inlocuind (5.257) in relatia (5.254) se obtine:
S, dd, = X, dx, + -3, db, | (5.258)
k=1 2 k=1
sau

135 do, =(aw)
25

i =const.

= X, dx, . (5.259)

Deoarece dL > 0 din relatia (5.259) rezulta (dW,)

magnetica a sistemului creste. Conform relatiei (5.253), la curenti constanti,
energia furnizatd de surse se Tmparte in trei parti: o parte acopera energia
transformata ireversibil in caldura in rezistentele Ry ale bobinelor, a doua parte
acopera lucrul mecanic efectuat de fortele generalizate, iar ultima parte, egala cu a
doua (5.259), contribuie la cresterea energiei magnetice a sistemului.

Din relatia (5.259) se obtine componenta Xy a fortei generalizate:

X, = (awm j . (5.260)
iy =const.

>0, adica energia

i} =const.

0X,

Rezultd ca fortele generalizate tind sa deplaseze sau sa roteasca conductoarele incat
la curenti constanti energia magnetica creste.
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Pentru o configuratie geometrica data a sistemului de conductoare, fortele
generalizate sunt aceleasi indiferent In ce conditii se presupune ca evolueaza
sistemul, la fluxuri magnetice sau intensitati ale curentilor constante,

(] B (5.261)
8Xk @y =const. an ik =const.

5.3.8. Teorema fundamentald a campurilor de vectori

Natura campurilor de vectori se studiaza cu ajutorul a doud marimi globale,
integrala de linie si integrala de suprafata ale vectorului camp, carora le corespund
marimile locale (diferentiale) rotorul si divergenta vectorului camp.

Teorema fundamentald a campurilor de vectori se enuntd astfel: vectorul
camp F(r) al unui camp de vectori este unic determinat in fiecare punct din
domeniul vs marginit de suprafata inchisa %, daca se cunosc in fiecare punct
Pev,:

e rotorul vectorului F, rotF;

e divergenta vectorului F, divF

si in fiecare punct P € X, fie

e componentele normale ale lui F,

F,=n(Fn), (5.262)
fie

e componentele tangentiale ale [ui F,

F.;=n x (F xn). (5.263)

5.3.9. Sistemul complet si independent al ecuatiilor campului
electromagnetic

Se va examina cazul cel mai frecvent al mediilor neliniare, omogene si
1zotrope, lipsite de polarizatie permanentd §i magnetizatie permanenta.
Din punctul de vedere al determindrii unui cadmp de vectori prin divergenta
st rotorul lui, pentru perechea de marimi electrice D, E intre care exista ecuatia de
legatura dintre D, E si P, (5.1)

D =¢E + P, (5.264)
respectiv ecuatia de material (5.2)
P, =P(E), (5.265)
intervin ecuatiile care exprima divergenta inductiei electrice (5.19),

divD =p, (5.266)
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si rotorul intensitatii cAmpului electric (5.68)

rotE = —a—B. (5.267)
ot

Similar, pentru perechea de marimi magnetice B, H intre care existd ecuatia
de legatura dintre B, H s1 M, (5.36)

B=(H+M), (5.268)
respectiv ecuatia de material (5.38)
M;= M(H), (5.269)
intervin ecuatiile divergentei inductiei magnetice (5.50),
divB=0 (5.270)
si rotorului intensitatii cAmpului magnetic (5.153)

rotH:J+%). (5.271)

Deoarece ecuatia (5.271) contine vectorul densitdtii curentului electric de
conductie J, se adauga legea de material (5.23)

J=J(E). (5.272)

Prin urmare, in acord cu teorema fundamentald a campurilor de vectori,
sistemul complet al ecuatiilor campului electromagnetic in medii neliniare,
omogene $i izotrope este constituit din ecuatiile (5.264 - 5.272) ale legilor
campului electromagnetic.

Din punctul de vedere al independentei ecuatiilor sistemului (5.264
- 5.272), pana la o constanta aditiva independenta de timp, din ecuatia
(5.267) rezulta ecuatia (5.270) si din aceasta din urma rezulta complet
ecuatia (5.267). In consecint, sistemul complet si independent al
ecuatiilor campului electromagnetic nestationar in medii neliniare,
omogene s1 1zotrope este constituit din urmatoarele opt ecuatii:

D=¢E+P; P=P(E); divD=p,; rotE= —%3; (5.273)

B = po(H + M); M= My(H); rotH=J + %D; J=J(E). (5.274)

Sistemul de ecuatii (5.273, 5.274) contine 22 ecuatii scalare cu 22
necunoscute, din care cate trei pentru fiecare dintre vectorii D, E, P, B, H, M, J si
una pentru scalarul p,.
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In medii liniare, omogene si izotrope, presupunand cunoscute functiile de
dependentelor dintre inductii, intensitati si polarizatii nu sunt independente de
ecuatiile de material ale polarizatiilor; de asemenea nici ecuatia rotorului lui H nu
este independenti de ecuatia de material a lui J. In consecint, sistemul complet si
independent al ecuatiilor campului electromagnetic nestationar in medii liniare,
omogene §i izotrope este constituit din urmatoarele sase ecuatii ale legilor:

e dependentei dintre inductie §i intensitate n camp electric,

D =¢E,; (5.275)
e fluxului electric,
div D = p,; (5.276)
¢ inductiei electromagnetice,
rotE = —(Z—?;

e dependentei dintre inductie si intensitate in cAmp magnetic,

B = uH; (5.277)
e fluxului magnetic,
div B =0; (5.278)
e circuitului magnetic,
rotH = cE + %) : (5.279)

Din punctul de vedere al independentei ecuatiilor (5.275 — 5.279), sistemul
complet si independent al ecuatiilor campului electromagnetic in medii liniare,
omogene $i 1zotrope este constituit din cinci ecuatii:

D=¢E; divD=p,; rotE= —%3; (5.280)

B = pH; rotH:csE+aa—]t). (5.281)

Sistemul de ecuatii (5.280, 5.281) contine 13 ecuatii scalare cu 13
necunoscute, din care cate trei pentru fiecare dintre vectorii D, E, B si H si una
pentru scalarul p,.

Intensitatile si inductiile electricd si magnetica, precum si densitatea
curentului electric de conductie satisfac ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi
neomogene in care functiile din membrul doi sunt densitatea de sarcina electrica
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py, respectiv densitatea curentului electric de conductie J; ele se numesc surse ale
campului electromagnetic.

Pentru medii imobile si cu valori constante pe subdomenii ale marimilor de
material, sistemul de ecuatii (5.275 — 5.279), respectiv sistemul independent de
ecuatii (5.280, 5.281) alcatuiesc ecuatiile lui Maxwell.

5.3.10. Clasificarea regimurilor cAmpului electromagnetic

a. In regim nestationar (general variabil), determinarea vectorilor E si D
distinct de vectorii H s1 B nu este posibild datoritda celor trei dependente dintre
marimile electrice, pe de o parte si marimile magnetice pe de altd parte, care
intervin Tn ecuatiile care se refera la rotorii lui E si H s1 anume:

e dependenta dintre rot H si 68_]?;

e dependenta dintre rot E si %3;

e dependenta dintre rot H s1 J.

In acest regim marimile E, D, H si B satisfac o ecuatie cu derivate partiale de
ordinul doi neliniara de tip hiperbolic; fenomenul pe care-1 descrie ecuatia este de
propagare. Regimul nestationar al campului electromagnetic intervine in studiul
radiatiei si propagarii undelor electromagnetice.

5 : o : : . dD
b. In regim cvasistationar anelectric, dependenta dintre rot H si 2 este

neglijabila; in acest regim, legea circuitului magnetic are forma teoremei lui
Ampere:

rot H=J (5.282)

si intre perechile de marimi electrice D, E si magnetice B, H intervin numai doua
dependente. In medii imobile, cu exceptia dielectricilor condensatoarelor electrice,
densitatea curentului de deplasare Jp = 0D/t este neglijabila in raport cu densitatea
curentului electric de conductie J = cE. In acest regim marimile B, H, E si J
satisfac o ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi neliniard de tip parabolic;
fenomenul pe care-l descrie ecuatia este de difuzie. Regimul cvasistationar
anelectric al campului electromagnetic intereseaza in principal in studiul curentilor
variabili In conductoare masive.

5 : o : : . OB
c. In regim cvasistationar amagnetic, dependenta dintre rotE si Y este

neglijabila; in acest regim legea inductiei electromagnetice are forma teoremei
potentialului stationar,

rotE =0 (5.283)

si intre perechea de marimi electrice E, D si magnetice H, B intervin numai doua
dependente.
Acest regim intereseaza in studiul fenomenelor din dielectricii cu pierderi.
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d. In regim stationar, derivatele in raport cu timpul ale inductiilor electrica
D si magnetica B sunt nule,

=0; —=0. 5.284
ot ot ( )

9

Intre perechea de mirimi electrice E, D si magnetice H, B intervine
numai dependenta dintre rotH si J. Marimile de stare ale campului
electromagnetic satisfac o ecuatie cu derivate partiale, in general
neliniard, de tip eliptic si fenomenul pe care il descrie este de difuzie
stationard. Daca sursele campului magnetic sunt exclusiv curentii
electrici de conductie, marimile magnetice se determina independent de
cele electrice. Regimul stationar electric face obiectul electrocineticii
(curentului continuu), iar regimul stationar magnetic al campului
magnetic stationar.

e. In regim static, toate dependentele dintre marimile electrice si cele
magnetice sunt nule,

a—D:O,a—B:O;J=O. (5.285)
ot ot

Pentru marimile electrice, regimul se numeste electrostatic si face obiectul
electrostaticii; pentru marimile magnetice, regimul se numeste magnetostatic si
face obiectul magnetostaticii. In aceste regimuri, mirimile electrice se determini
independent de cele magnetice. Intensitatile si inductiile cAmpurilor electrostatic si
magnetostatic satisfac separat ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi de tip
eliptic, in general neliniare.

5.3.11. Teorema de unicitate a campului electromagnetic nestationar

Se considera un domeniu vy marginit de suprafata inchisa ¥ in interiorul
caruia mediul liniar, omogen si izotrop are permitivitatea &(P), permeabilitatea
w(P) si conductivitatea o(P) functii de punct care pot prezenta discontinuitdti pe
suprafete, linii sau puncte. Teorema de unicitate a solutiilor ecuatiilor cdmpului
electromagnetic nestationar in medii imobile se enuntd astfel: intensitatile
campurilor electric E(P,t) si magnetic H(P,t) intr-un punct Pevs la momentul t,
solutii ale ecuatiilor campului electromagnetic in medii imobile (5.264 - 5.272),
sunt unic determinate de valorile initiale E(P,0) si H(P,0) si de componentele
tangentiale fie ale campului electric E¢(Ps,t), fie ale campului magnetic Hy(Ps, t)
pe suprafata de frontiera X.

Pentru demonstrarea teoremei vom aplica principiul reducerii la absurd. Fie
E(P, t), E'(P, t) si H(P, t), H(P, t) doui solutii diferite la momentul t, dar identice
la momentul t =0,

E(P, 0)=E'(P, 0); H(P, 0) = H (P, 0) (5.286)
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si avand aceleasi componente tangentiale pe suprafata %, fie ale cAmpului electric
E (P,,t)=E(P,,t), (5.287)
fie ale cAmpului magnetic
H,(P,,t)=H,(P,,t). (5.288)
Notand
E,(P,t)=E(P,t)-E(P,t); H,(P,t)=H(P,t)-H (P,t), (5.289)

ecuatia (5.167) scrisa pentru E4 s1 Hy are forma:

(E, xH,)n,dA - [[]oE? dv+%jﬂ(8E§ +“_H§]dv, (5.290)

s 2 2

unde n; este versorul normalei interioare pe X.

Integrandul primului membru se anuleaza fie datorita anularii Iui Eq(Py,t) in acord
cu relatia (5.287),

E,(P,.t)=n,xE,(P,,t)=n, x[E(P,,t)-E(P,,t)], (5.291)
fie datorita anularii lui Hy(Ps,t) in acord cu relatia (5.288),
H, (P, t)=H,(P,,t)xn, = [H(P,,t)-H'(P,,t)|xn,. (5.292)

Prin urmare, se poate scrie:
2 2
[[[oB2dv=—Spff e MHa by (5.293)
o el 2 0 2

Deoarece cE’ >0, rezultd ca derivata integralei din membrul doi al relatiei

(5.293) este negativa si deci integrala este descrescdtoare sau constanta. Valoarea
integralei in momentul initial fiind nuld, conform conditiilor initiale (5.286),
rezultd cd la un moment t > 0 nu poate fi decat negativa sau nuld. Dar, pe de alta
parte, deoarece € > 0 si > 0, rezultd ca in orice moment t > 0 integrala nu poate fi
negativa si deci nu poate fi decat nula:

m(%ﬂTHi)dv:o. (5.294)

Din conditia (5.294) se obtine E4(P,t) = 0 s1 Hyq(P,t) = 0 pentru t > 0. Prin urmare,
conform relatiilor (5.289), E(P,t)=E(P,t), H(P,t)=H(P,t) si deci solutia este
unica.
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