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CÂMPUL MAGNETIC STAŢIONAR 
 
 
 

4.1. STAREA DE MAGNETIZARE ŞI CÂMPUL MAGNETIC 
 
Asupra corpurilor se pot exercita forţe şi cupluri de natură diferită de a celor 

termomecanice sau electrice, numite forţe şi cupluri magnetice. Experimental se 
constată că în lipsa unui tratament termomecanic şi la stare electrostatică nulă, 
cristalele naturale de magnetită ( )43OFe  au proprietatea că între ele şi asupra 
corpurilor din fier, cobalt, nichel sau aliaje ale acestora, se exercită forţe şi cupluri. 
În aceste condiţii se spune că sistemul format de cristalele de magnetită este în 
stare de magnetizare şi că în regiunea din spaţiu există câmp magnetic. 

Câmpul magnetic mai poate fi stabilit şi de conductoare parcurse de curent 
de conducţie, de corpurile încărcate cu sarcini electrice aflate în mişcare şi de 
fluxul electric variabil în timp. 

Câmpul magnetic produs de substanţele magnetizate se numeşte câmp 
magnetostatic. În acest regim mărimile de stare nu variază în timp şi nu au loc 
transformări de energie. 

Câmpul magnetic produs de curentul continuu se numeşte câmp magnetic 
staţionar ( mărimile de stare nu variază în timp dar au loc transformări de energie). 

 Dacă regimul este variabil în timp (mărimile de stare variază în timp), 
câmpului magnetic i se asociază inseparabil câmpul electric şi împreună se 
condiţionează reciproc, alcătuind câmpul electromagnetic. Câmpul magnetic este 
câmpul electromagnetic considerat din punctul de vedere al proprietăţilor lui 
magnetice. La fel ca în câmp electric experienţa arată că în vid câmpul magnetic 
este practic  la fel cu cel din aer. 

Introducerea mărimii de stare care caracterizează câmpul magnetic în vid se 
poate face studiind acţiunile ponderomotoare pe care acesta le exercită asupra  
corpurilor încărcate cu sarcini electrice în mişcare, asupra corpurilor magnetizate, 
sau asupra conductoarelor parcurse de curent electric de conducţie. Acţiunile 
ponderomotoare de natură magnetică în vid se studiază cu ajutorul inducţiei 
magnetice în vid. 
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4.2. INDUCŢIA MAGNETICĂ ÎN VID 

 
Explorarea câmpului magnetic în vid se poate face fie cu ajutorul unui corp 

de probă încărcat cu sarcină electrică şi aflat în mişcare, fie cu ajutorul unei spire 
filiforme parcursă de curent electric de conducţie.  

Se consideră un corp de probă încărcat cu sarcină electrică, utilizat pentru 
explorarea câmpului electric. Menţinut imobil în câmp electric, asupra corpului de 
probă se exercită numai forţa electrică. Dacă punându-l în mişcare, se constată că 
asupra lui se exercită o forţă suplimentară care depinde de sarcina electrică care-l 
încarcă şi de viteza cu care se deplasează, în regiunea din spaţiu există câmp 
magnetic. Deci acest corp de probă pus în mişcare este adecvat explorării câmpului 
magnetic. 

Se consideră un sistem de corpuri magnetizate şi imobile al căror câmp 
magnetic invariabil în timp urmează a fi explorat cu ajutorul unui corp de probă 
încărcat cu sarcina electrică q şi aflat în mişcare cu viteza v. În afară de condiţiile 
pe care trebuie să le satisfacă corpul de probă pentru explorarea câmpului electric 
în vid, pentru studiul câmpului magnetic corpul de probă trebuie să nu fie 
magnetizat.   

Se măsoară forţa magnetică care acţionează asupra corpului de probă de 
sarcină q şi viteză v, suplimentară faţă de forţa electrică. Se constată că forţa 
magnetică Fmq depinde de sarcina q a corpului de probă, de viteza v şi de poziţia în 
câmp reperată prin raza vectoare r: 

 

( )rv,FF q,mqmq = .                                           (4.1) 
 

Efectuând experienţe în diferite puncte din câmp cu corpuri de probă având 
sarcini electrice şi viteze  diferite, se constată  că forţa  
acţionează perpendicular pe viteza v şi este egală cu 
produsul vectorial dintre viteza  şi un vector axial 
depinzând numai de raza vectoare r , notat cu 

mqF

v

q 

Fmq 
Bv 

v 

Fig. 4.1 

( )rBv  
(fig.4.1): 

 

( )rBvF vmq q= ×  .                                        (4.2) 
 

Aducând într-un punct din câmp un corp de probă încărcat cu sarcina q şi 
punându-l în mişcare cu o viteză v a cărei orientare corespunde unei forţe maxime 
Fmq, max, modulul vectorului BBv este egal cu raportul dintre modulul forţei şi 
produsul q·v: 

 

  
vq

F
B maxmq,

v = .                                            (4.3) 

 

Mărimea vectorială de stare a câmpului magnetic în vid, care multiplicată 
vectorial cu produsul dintre sarcina electrică q şi viteza v a corpului de probă, 
determină forţa magnetică Fmq care se exercită asupra corpului de probă, se 
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numeşte inducţie magnetică în vid BBv. Relaţia (4.3) constituie relaţia de detectare a 
inducţiei magnetice în vid. Deoarece relaţia (4.2) s-a determinat experimental, 
inducţia magnetică în vid este o mărime primitivă. Din punctul de vedere al unităţii 
de măsură, relaţia (4.3) constituie însă o relaţie de definiţie şi prin urmare inducţia 
magnetică în vid este o mărime secundară. Unitatea de măsură a lui  
corespunde vectorului câmp în care asupra corpului de probă încărcat cu sarcina 
electrică egală cu un coulomb având viteza de un metru pe secundă în direcţia în 
care forţa este maximă, acţionează o forţă magnetică egală cu un newton.  În 
sistemul de unităţi S.I., unitatea lui  se numeşte tesla [T]. 

vB

vB
Forţa (4.2) a fost stabilită de H. A. Lorentz în cadrul teoriei microscopice a 

câmpului electromagnetic, în care viteza v este raportată la un sistem inerţial, 
diferit de cel utilizat în teoria macroscopică.  

Forţa magnetică elementară dFmq care acţionează asupra sarcinii elementare 
dq aflată în mişcare cu viteza v în câmpul magnetic de inducţie BBv se determină cu 
relaţia (4.2): 

 

vmq qd BvdF ×= .                                           (4.4) 
 

Dacă sarcina este distribuită cu densitate de volum, dq = ρvdv, mărimea  
 

vvvv
mq

mq dv
BJBv

dF
f ×=×ρ==                             (4.5) 

 

se numeşte densitate de volum a forţei magnetice. 
Dacă sarcina este distribuită cu densitate de suprafaţă, dq = ρAdA, mărimea  
 

  vvvA
mq

smq ldA
BJBv

dF
f ×=×ρ==                            (4.6) 

 

se numeşte densitate de suprafaţă a forţei magnetice. 
Pentru sarcina distribuită cu densitate de linie, forţa elementară  care se 

exercită asupra elementului de linie dl al firului C este: 
mqdF

 

( ) ( ) vvvvvvvvvvmq idvdvρ BdsAJBdsdsABJBJBvdF ×=×=×=×=×= , (4.7) 
 

unde s-a ţinut seama de faptul că Jv şi ds sunt coliniari. 
Prin urmare forţa magnetică asupra firului are expresia:  

 

∫ ×=
C

vvmq i BdsF .                           (4.8) 

i 
dFmi 

Bv 

ds 

Γ 
 

Din punctul de vedere al efectelor mecanice, forţei 
Lorentz (4.8) îi corespunde forţa magnetică, stabilită de 
Laplace, care acţionează asupra conductorului filiform 
parcurs de curentul de conducţie i (fig. 4.2), având conturul 
Γ, situat într-un câmp magnetic de inducţie B

Fig. 4.2 
Bv. Curentul i 

în conductor reprezintă o mişcare a sarcinilor electrice în interiorul conductorului. 



 130 

Fie dq sarcina electrică elementară conţinută în volumul elementului de lungime ds 
al conductorului. De asemenea, se consideră că în intervalul de timp dt sarcina 
elementară dq străbate drumul ds. Prin urmare, în intervalul de timp dt prin fiecare 
secţiune transversală a conductorului trece sarcina electrică elementară dq. Deci 

intensitatea curentului electric de conducţie este: 
dt
dqi = . Rezultă, 

dsdsv iidt
dt

dq ==  şi înlocuind în relaţia (4.4) se obţine forţa magnetică elementară 

dFmi care acţionează asupra elementului de lungime ds al conductorului parcurs de 
curentul electric de conducţie i: 

 

vmi i BdsdF ×= .                                          (4.9) 
 

Prin urmare, forţa magnetică Laplace care acţionează asupra conductorului filiform 
parcurs de curentul de conducţie i (fig. 4.2), având conturul Γ, situat într-un câmp 
magnetic de inducţie BBv are expresia: 
 

 ∫
Γ

×= vmi i BdsF .                                       (4.10) 

 

Analog, densităţii de volum a forţei Lorentz (4.5) îi corespunde densitatea de 
volum a forţei Laplace fm asupra unui conductor masiv parcurs de curentul i care se 
repartizează cu densitatea de curent J. Într-adevăr, forţa Laplace elementară care 
acţionează asupra elementului de lungime ds al tubului elementar de curent    

se calculează cu relaţia (4.9): dAJ=di
 

vvvmi dvdi BJBdsdAJBdsdF ×=×=×= .           (4.11) 
 

Din relaţia (4.11) se obţine densitatea de volum a forţei Laplace: 
 

vm BJf ×= .                                        (4.12) 
 

Analog, densităţii de suprafaţă a forţei Lorentz (4.6) îi corespunde densitatea 
de suprafaţă fms a forţei Laplace asupra pânzei curentului de conducţie de densitate 
Jl: 

  

 vlsm BJf ×= .                                           (4.13) 
 

În principiu, introducerea mărimii primitive BBv se poate face fie cu ajutorul 
curentului de convecţie iv, fie cu ajutorul curentului de conducţie i. Din punct de 
vedere experimental se preferă curentul de conducţie, deoarece este mai simplu de 
măsurat forţa Laplace decât forţa Lorentz. 

Liniile de câmp ale vectorului ( )rBv  se numesc linii de inducţie magnetică 
şi au ecuaţia vectorială:  

 

0v =×Bds .                                           (4.14) 
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Ansamblul liniilor inducţiei magnetice constituie spectrul magnetic. Liniile 
de câmp se trasează astfel încât prin fiecare unitate de arie transversală numărul lor 
să fie proporţional cu modulul vectorului . Câmpul magnetic este omogen sau 
uniform, dacă în fiecare punct vectorul  are aceeaşi valoare şi orientare, liniile 
inducţiei magnetice fiind paralele şi echidistante (fig. 4.3). 

vB
vB

Se consideră o curbă închisă Γ; totalitatea liniilor de câmp prin punctele 

curbei Γ alcătuiesc o suprafaţă SΓ numită tub de câmp (fig. 4.4). La fel ca în câmp 
electric nici o linie de câmp magnetic nu înţeapă suprafaţa tubului, iar numărul 
liniilor de câmp prin orice secţiune transversală de contur Γ1,…, Γn este acelaşi. 
Dacă aria secţiunii transversale este infinit mică, tubul se numeşte elementar. 

 
 

4.3. INTENSITATEA CÂMPULUI MAGNETIC ÎN VID 
 
 Mărimea vectorială  definită de raportul  vH
 

0

v
v μ
=

BH                                                   (4.15) 

 

se numeşte intensitatea câmpului magnetic în vid. 
Mărimea  este o constantă universală, numită permeabilitatea magnetică 

a vidului. În sistemul S.I.,  are valoarea (v. par. 4.4.1): 
0μ

0μ
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅π=μ −

metru
Henry104 7

0 .                                    (4.16) 

 

Relaţia (4.15) este similară cu relaţia (2.37) şi stabileşte analogia dintre 
mărimile care caracterizează câmpul electric în vid Ev, Dv şi câmpul magnetic în 
vid Hv, BBv, iar corespondenţa formală ar fi:  

 

vv HE ↔ , respectiv vv BD ↔  .                           (4.17) 
 

Din punctul de vedere al mărimilor primitive şi al modului în care ele 
intervin în expresiile acţiunilor ponderomotoare, corespondenţa formală este: 

  

 vv BE ↔ , respectiv vv HD ↔ .                            (4.18) 
 

Bv

Γ Γ1

Γn

Fig. 4.3                                                            Fig. 4.4 
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În sistemul de unităţi S.I., unitatea lui Hv (v. par. 4.4.9) se numeşte amper pe 

metru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
A . 

 
 

4.4. CÂMPUL MAGNETIC PRODUS ÎN VID DE CONDUCTOARE 
PARCURSE DE CURENŢI DE CONDUCŢIE 

 
Câmpul magnetic determinat de conductoarele parcurse de curent continuu 

numit câmp magnetic staţionar a fost studiat experimental de Biot şi Savart. 
Analiza teoretică a acestor experienţe a fost efectuată în principal de Laplace. 

Forţele care se exercită asupra conductoarelor filiforme parcurse de curenţi 
electrici numite forţe electrodinamice au fost experimentate de André-Marie 
Ampère. 

Toate experienţele menţionate au fost efectuate în aer, dar proprietăţile 
magnetice ale aerului fiind asemănătoare cu cele ale vidului, ele pot fi considerate 
efectuate în vid. 

Teoria câmpului magnetic staţionar în vid se elaborează pe baza 
experienţelor lui Biot, Savart şi Ampère, a principiului acţiunii şi reacţiunii şi a 
superpoziţiei efectelor. 

În conformitate cu principiul superpoziţiei, inducţia magnetică  stabilită 
într-un punct din vid de n curenţi electrici este egală cu suma inducţiilor , k 
=1,2,…,n, pe care le-ar produce în acel punct fiecare dintre curenţi: 

vB

kvB

 

∑
=

=
n

1k
vv k

BB .                                            (4.19) 

 
4.4.1. Experienţele lui Ampère 
 

Fie două conductoare filiforme rectilinii dispuse paralel în vid la o distanţă r 
mult mai mică decât lungimea lor şi parcurse de curenţii i1 şi i2 (fig. 5.1). Forţele 

Laplace  respectiv  care se exercită asupra unei 
porţiuni de lungime l  a firelor au următoarele proprietăţi: 

12F 21F

• satisfac principiul acţiunii şi recţiunii; forţa  pe care 
o exercită primul fir asupra celui de-al doilea este egală şi 
de semn opus cu forţa  pe care o exercită cel de-al 
doilea fir asupra primului: F = -F ;  

21F

12

l

F
12 21

• dacă firele sunt parcurse de curenţi în acelaşi sens, 
forţele sunt de atracţie, iar dacă sunt de semne opuse, 
forţele sunt de respingere; 
• în valoare absolută forţele sunt proporţionale cu 
produsul curenţilor i1 şi i2, cu lungimea  şi invers 

proporţionale cu distanţa r: 

r 

i1 i2 
l  u12 

F12 

u21 

F21 

Fig. 4.5    

C1 C2
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r
ii2FF 21

m2112
l

Λ== ,                                   (4.20) 
 

unde  este o constantă universală care se referă la proprietăţile magnetice ale 
vidului, având în S.I. expresia: 

mΛ

 

π
μ

=Λ
4

0
m ,                                             (4.21) 
 

0μ fiind permeabilitatea vidului. 
Notând cu u12, respectiv u21 versorii orientaţi de la firul 1 către firul 2, respectiv de 
la firul 2 către firul 1, forţele şi  devin: 12F 21F
 

12
210

12 r2
ii uF
π

μ
=

l ; 21
210

21 r2
ii uF
π

μ
=

l .                          (4.22) 
 

Ţinând seama de definiţia amperului (v. par. 3.3), valoarea lui  se obţine 
luând r = 1m,  =1m, = = 1A, F

0μ

l 1i 2i 12 = F21 = 7102 −⋅ N, adică, 
 

 m1
m1

A1A1
2

N102 07 ⋅
⋅

⋅
π
μ

=⋅ − ,       
 

de unde rezultă 
 

m/H104A/N104 727
0

−− ⋅π=⋅π=μ .                         (4.23) 
 

4.4.2. Teorema lui Biot – Savart – Laplace 
 

Se consideră un corp încărcat cu sarcină electrică distribuită cu densitate de 
volum ρv. Într-un câmp electric de intensitate Ev, asupra sarcinii electrice 
elementare, imobile  dq = ρvdv se exercită numai forţa electrică elementară (2.4): 

 

dFqv = dqEv = ρv Ev dv.                                   (4.24) 
 

Într-un câmp magnetic de inducţie BBv, asupra elementului de volum dv al 
unui conductor masiv parcurs de curentul i care se repartizează cu densitatea de 
curent J acţionează forţa elementară Laplace (4.11): 

 

dvvmi BJdF ×= .                                        (4.25) 
 

Comparând relaţiile (4.24) şi (4.25), rezultă că se poate stabili următoarea 
corespondenţă formală:  

 

ρv ↔ J .                                              (4.26) 
 

Din punctul de vedere al mărimilor primitive şi al modului în care ele 
intervin în expresiile acţiunilor ponderomotoare, corespondenţa formală dintre 
mărimile care caracterizează câmpul electric în vid Ev, Dv şi câmpul magnetic în 
vid BBv, Hv este (4.18): 
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 , respectiv vv BE ↔ vv HD ↔ .                             (4.27) 
 

De asemenea, din relaţiile (2.37) şi (4.15) rezultă următoarea corespondenţă 
dintre constantele universale ε0 şi 0μ :  

 

0
0

1
μ↔

ε
.                                               (4.28) 

 

 Pe de altă parte, câmpul electric produs în vid de corpul încărcat cu sarcină 
electrică repartizată cu densitate de volum ρv se calculează cu relaţia (2.110): 
 

∫∫∫ρεπ
=

v
3v

0
v dv

r4
1 rE .                                      (4.29) 

 

Ţinând seama de corespondenţele (4.26), (4.27), (4.28) şi de relaţia (4.29), 
prin analogie, rezultă expresia inducţiei magnetice stabilite într-un punct din vid de 
conductorul masiv parcurs de curentul de conducţie i care se repartizează cu 
densitatea de curent J (fig. 4.6, a): 

 

∫∫∫
×

π
μ

=
v

3
0

v dv
r4

rJB .                                     (4.30) 

n J

P
r

dA 

Jl 

r
P

a b
Fig. 4.6   

 

Pentru o pânză de curent de densitate Jl pe suprafaţa S (fig. 4.6, b) rezultă în 
mod similar relaţia: 

 

∫∫
×

π
μ

=
S

3
l0

v dA
r4

rJB .                                    (4.31) 

 

În cazul în care conductorul parcurs de curent este filiform de secţiune 
constantă A (fig. 4.7), elementul de volum este dat de 
relaţia: 

Γ 
P 

r 

ds J A 

Fig. 4.7 

 

dsndsA Adv                                (4.32) = =
 

şi prin urmare, relaţia (4.30) devine: 
 

( dsnrJB A
r4 v

3
0

v ∫∫∫
μ × )
π

= .                        (4.33) 
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Pentru un conductor filiform vectorii J, ds, A sunt paraleli şi de acelaşi sens 
şi deci în relaţia (4.33) vectorii J şi ds se pot substitui, obţinându-se: 

 

( JnrdsB A
r4 v

3
0

v ∫∫∫ )×
π

μ
= .                                  (4.34) 

Dar  este intensitatea curentului de conducţie a cărei valoare este constantă 
în lungul curbei închise Γ care reprezintă linia medie de curent din conductor şi 
deci relaţia (4.34) devine: 

AJ=i

 

∫
Γ

×
π

μ
= 3

0
v r4

i rdsB .                                          (4.35) 

 

Sensul vectorului  rezultă din regula burghiului drept care înaintează 
perpendicular pe planul format de ds şi r, rotindu-l în sensul după care trebuie adus 
ds către r pe drumul cel mai scurt. 

vB

Relaţiile (4.30), (4.31) şi (4.35) reprezintă expresiile teoremei Biot – Savart 
– Laplace pentru diferite repartiţii de curent electric în conductoare. Dacă în aceste 
relaţii se suprimă permeabilitatea μ0, se obţin formulele Biot – Savart – Laplace de 
calcul ale intensităţii câmpului magnetic în vid pentru diferite repartiţii de curent 
electric în conductoare: 

 

∫∫∫
×

π
=

v
3v dv

r4
1 rJH ;  ∫∫

×
π

=
S

3
l

v dA
r4

1 rJH ;  ∫
Γ

×
π

= 3v r4
i rdsH .     (4.36) 

 
4.4.3. Câmpul magnetic în vid al unor repartiţii de curent electric 
  

a. Câmpul magnetic în vid al unei porţiuni rectilinii de circuit filiform, de 
lungime , strabătută de curentul i. Se consideră o porţiune de lungime l  a unui 
conductor rectiliniu şi filiform parcurs de curentul i şi fie P punctul situat la 
distanţa r de conductor, în care trebuie calculată inducţia magnetică, respectiv 
intensitatea câmpului magnetic (fig. 4.8). Fie O piciorul perpendicularei din 
punctul P pe conductor, pe care îl alegem ca origine. Inducţia magnetică în punctul 
P se calculează aplicând teorema Biot – Savart – Laplace (4.35): 

l

 

( ) ∫
Γ

×
π

μ
=

3
0

v R4
iP RdzB ,                   (4.37) 

 

z O dz z 

R r α1 α2 
α 

P(r,ϕ,z) 

l

Fig. 4.8  

A B i 
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unde curba Γ se consideră închizându-se pe la infinit. 
    Se observă că produsul vectorial Rdz × este mereu perpendicular pe 

planul figurii şi deci se poate scrie ( ) ϕ⋅⋅=× uRdzRdz ,sindzR , unde este 

versorul normal pe planul figurii, iar 

ϕu

( ) α=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−
π

−π= cos
2

sin,sin Rdz . Prin 

urmare, inducţia magnetică stabilită în punctul P de porţiunea de lungime  a 
conductorului rectiliniu şi filiform este:  

l

 

( ) dz
R

cos
4

iP
B

A
2

0
v ∫

α
π

μ
= ϕuB .                               (4.38) 

 

Ţinând seama de relaţiile :  
 

α= tgrz ; α
α

= d
cos

rdz 2 ; 
α

=
cos

rR                    (4.39) 
 

şi deoarece r este constant, relaţia (4.38) devine: 
 

( ) =αα
π
μ

=α
α

α
α

π
μ

= ∫∫
α

α−
ϕ

α

α−
ϕ

2

1

2

1

dcos
r4
id

cos
r

r
coscos

4
iP 0

22

2
0

v uuB  

 

( 21
00 sinsin
r4
isin

r4
i 2

1
α+α

π
)μ

=α
π
μ

= ϕ
α

α−ϕ uu .                (4.40) 

În cazul particular al unui conductor rectiliniu infinit lung, 
21
π

→α  şi 

22
π

→α , se obţine: 
 

r2
i;

r2
i

v
0

v π
=

π
μ

= ϕϕ uHuB .                                 (4.41) 

 

Vectorul inducţie magnetică BBv este situat în plane transversale pe 
conductor, tangent la cercul de rază r cu centrul pe conductor şi este orientat în 

sensul de rotire al burghiului drept care înaintează în sensul de referinţă al 

i 
Bv 

Γ 

Fig. 4.9 

r 
uϕ 

i 
Bv Bv 
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curentului i (fig. 4.9). La fel ca intensitatea câmpului electrostatic E al firului 
rectiliniu uniform încărcat cu sarcină electrică, vectorul inducţie magnetică BvB  este 
invers proporţional cu distanţa r până la fir. Spre deosebire de liniile de câmp ale 
lui E, care sunt radiale şi deschise, liniile lui BBv sunt circulare şi închise. 

 

b. Câmpul magnetic al unei pânze de curent plane, uniforme, de extensie 
infinită. Se consideră un sistem de coordonate carteziene cu originea O în piciorul 
perpendicularei pe planul pânzei, coborâtă din punctul P în care se calculează 

câmpul magnetic (fig. 4.10,a). O fâşie de lăţime dx este echivalentă cu un fir 
parcurs de curentul elementar di = Jl dx, unde Jl este densitatea pânzei de curent. 
Inducţia magnetică elementară stabilită în punctul P de firul parcurs de curentul 
elementar di se calculează cu relaţia (4.41) în care se înlocuieşte i cu di: 

di = Jldx dx 

x 

y

z 

O 

r 

dBv P 

α 

Fig. 4.10 

Jl 

n n 

Bv 

Bv 

b a 

 

ϕϕ π
μ

=
π

μ
= uudB

r2
dxJ

r2
di l00

v .                                 (4.42) 

 

Vectorul dBv se descompune în două componente, dBvx şi dBvz după axele Ox şi 
Oz: 
 

r2
dxcosJdB l0

vx π
αμ

= ;  
r2

dxsinJdB l0
vz π

αμ
= .                (4.43) 

 

Deoarece dBvz(x) = -dBvz(-x), rezultă Bvz = 0. 
Prima dintre relaţiile (4.43) se poate scrie sub forma următoare: 
 

( ) dx
zx2

zJdx
r2
zJdB 22

l0
2

l0
vx +π

μ
=

π
μ

=                      (4.44) 

 

şi prin integrare se obţine: 
 

2
J

z
xarctg

2
J

zx
dx

2
zJB l0l0

22
l0

vx
μ

=
π

μ
=

+π
μ

=
∞

∞−

∞

∞−
∫ .         (4.45) 
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Prin urmare, câmpul pânzei de curent plane, uniforme şi de extensie infinită 
este omogen cu liniile inducţiei magnetice paralele cu planul pânzei (fig. 4.10,b).  

 

c. Câmpul magnetic al unei spire filiforme, plane, circulare parcursă de 
curent electric.  Fie o spiră plană circulară, de rază a, parcursă de curentul i şi un 
punct P situat pe axa spirei, normală pe planul acesteia, la distanţa z de acest plan 
(fig. 4.11). Pentru calculul intensităţii câmpului magnetic în punctul P se aplică 
teorema Biot-Savart-Lapace: 

 

∫
Γ

×
π

= 3v R4
i RdsH .                                            (4.46) 

 

Fiecare element al spirei, de lungime ds, produce un câmp elementar dHv 

perpen

O 

dicular pe planul determinat de raza vectoare R şi elementul de lungime ds. 
Se consideră două elemente ale spirei, de lungimi ds1 şi ds2, diametral opuse. 
Intensitatea câmpului magnetic elementar stabilit în punctul P de elementul de 
lungime ds1, conform teoremei Biot-Savart-Lapace este: 

 

3
1

1v R4
i RdsdH ×
π

= ,                                          (4.47) 

 

unde: 
 

rz1 az;dads uurzRuuds −=−=ϕ== ϕϕ .                    (4.48) 
 

Înlocuind în (4.47), se obţine : 
 

( )
3

rz
1v R

azda
4

i uuu
dH

−×ϕ
π

= ϕ ,                              (4.49) 

 

sau, 
 

( )zr31v az
R4
dai uudH +

π
ϕ

= ,                                (4.50) 

 

unde s-a ţinut seama de produsele vectoriale, rz uuu =×ϕ şi zr uuu −=×ϕ . 

i 

R 
R

r 
r 

ur 

ur 

uz 

ds2=ds uϕ 

uz 

ds1=ds uϕ 

z 

dH1 dH2 

Fig. 4.11 

P 

a 
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Similar, se calculează intensitatea câm eti stpului magn c elementar abilit în 
punctul P de elementul de lungime ds2, diametral opus elementului ds1: 

 

3
2

2v R4
i RdsdH ×
π

= ,                                      (4.51) 

 

unde: 
 

rz2 az;dads uurzRuuds +=+=ϕ== ϕϕ .               (4.52) 
 

Înlocuind în (4.51) şi ţinând seama de produsele vectoriale, rz uuu −=× şi ϕ

 
zr uuu =×ϕ , rezultă: 

( )zr32v az
R4
dai uudH +−

π
ϕ

= .                             (4.53) 

 

Aplicând principiul suprapunerii efectelor, se obţine intensitatea câmpului 
elementar stabilit în punctul P: 
 

( )
z

2
3

22

2

z3

2

z32v1vv

za2

dai
R2
daia2

R4
dai uuudHdHdH

+π

ϕ
=

π
ϕ

=
π

ϕ
=+= .(4.54) 

 

Integrând, se obţine intensitatea câmpului magnetic stabilit în punctul P de spira 
circulară: 
 

( ) ( )
z

2
3

22

2

02
3

22

2

zv

za2

aid
za2

ai uuH
+

=ϕ
+π

= ∫
π

.                   (4.55) 

 

Rezultă că vectorul intensitate a câmpului magnetic stabilit în punctul P de spira 

ultă: 
circulară este normal pe planul spirei. 
În centrul spirei, adică pentru z = 0, rez
 

zv a2
i uH = .                                           (4.56) 

 

d. Câmpul magnetic al unei bobine cilindrice parcursă de curentul i. Fie o 
bobina cu N spire, lungime l  şi rază a (fig. 4.12). Dacă pasul de bobinare este 
foarte mic, se poate echiva a fiecare spiră a bobinei cu o spiră circulară. 
Considerand spirele uniform distribuite pe unitatea de lungime, un element de 

lungime dz este echivalent cu 

l

dzndzN
=  spire, unde n este numărul de spire pe 

unitatea de lungime a bobinei. Curentul elementar care străbate elementul de 
lungime dz este: 

 

l

dzindziNdi ==
l

                                    (4.57) 
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şi produce în punctul P, situat pe axa de simetrie a
elementar de intensitate (v. relaţia 4.55):  

 bobinei, câmpul magnetic 

 

( ) ( )
dz

za2

aindia 2

3

2

zz = udH
za2 2

3
22

z
222 +
=

+
u .                        (4.58) 

 

Deoarece, 

2a 

l

α α r 1 α2

P z 

dz 

Fig. 4.12  

dz
sin

adz,
tg
az 2 α

−=
α

= , rezultă : 

 

zz2

3

z dsin
2
ind

sin
a ⎞α

a
sin

2
in uudH αα−=⎟

⎠
⎜
⎝
⎛

α
−

α
= .               (4.59) 

 

Integrând, se obţine intensitatea câmpului magnetic stabilit în pun
cilindrică circulară: 

ctul P de bobina 

 

( ) ( ) z12z12

2

zz
iNinsi

2
inuH −= ∫ coscos

2
coscos

2
dn

1

uu α−α=α−α=αα
α

α l
. (4.60) 

 

Pentru o bobină infinit lungă, 0, 21 →απ→α  şi relaţia (4.60) devine
 

: 

( ) zlzH                                        (iN u
l

=∞→ .    4.61) 

 

Prin urmare, în interiorul unei bobine infinit lungi
 

                                          Grassmann 

a stabilit 
expres nţi filiformi oarecare, generalizând 
rezulta

, câmpul magnetic este uniform.  

4.4.4. Teorema forţelor electrodinamice. Formula lui Ampère- 

 

Cu ajutorul formulei lui Biot – Savart – Laplace, Grassmann 
ia forţelor electrodinamice între cure
tele obţinute de Ampère. Considerăm două fire conductoare 21, ΓΓ  parcurse 

de curenţii i1, i2 (fig. 4.13). Inducţia magnetică BB2 într-un punct al conductorului 
Γ2, stabilită de curentul i1 este: 
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∫
Γ

×
π

μ
= 12110i rdsB .                                       (4.62) 

1
3

12
2 r4

 

Forţa electrodinamică care se exercită asupra con
relaţia (4.10): 

ductorului 2Γ se calculează cu 

 

( )××
∫ ∫∫
Γ ΓΓ π

μ
=×= 1212210 iii rdsdsBdsF .63)                

2 12
3

12
22221 r4

.                  (4

 

Dezvoltând dublul produs vectorial, ( ) ( ) ( )1212122 dsdsrr −11212 dsdsrdsds × =× , 
rezultă: 
 

( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

−
π

= ∫ ∫ ∫ ∫
Γ Γ Γ Γ2 1 2 1

3
12

1212
3

12

122
21 rr4

dsdsrrsF .                  (4.64) 

 

Deoarece  

⎡μ 1210 ii dds

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

1212
2

12
23

12

122

r
1d

r
1gradds

r
1grad

r
dsrds , prim

ă, 

a integrală din 

relaţia (4.64) se anuleaz
 

0
r
1d

r
2121 12

13
12

122
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫∫∫∫

ΓΓΓΓ

dsrdsds                (4.65)                 

 

şi se obţine: 
 Γ1 

ds1

i1 

Γ2 

i2 

ds2 

dF12 

dF21 

r12 

Fig. 4.13  

( )μ
∫ ∫
Γ Γπ

−=
2 1

3
12

212210
21 r4

ii dsrF

 

Procedând la fel, se deduce forţ
F12 care acţionează asupra conductorului Γ1: 
 

1ds .                  (4.66) 

a electrodinamică 

( )
∫ ∫
Γ Γπ

μ
−=

1 2
3
21

2121210
12 r4

ii dsdsrF .                 (4.67) 

 

Relaţiile (4.66) şi (4.67) se numesc formulele Ampère-Gras
r12 = -r21, forţele electrodinamice respectă principiul acţiunii şi reacţiunii: 
F −=

4.4.5. Poten
                                         curenţi de conducţie 
 

smann. Deoarece 

21F . 
 

ţialul magnetic vector în vid al conductoarelor parcurse de   

12

Ţinând seama de identitatea,  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−⎟

⎠
⎞⎛rr 11

⎜
⎝

=× JJJJ
r
1rotrot

r
1

r
rot

r
.        (4.68) 

 

=×−=× JJ grad
rr 33
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inducţia magnetică stabilită într-un punct P din vid de un conductor ma
de curentul de conducţie i care se repartizează cu densitatea de curent J
se determină cu relaţia lui  Biot – Savart – Laplace (4.30), care se poate scrie sub 

siv parcurs 
 (fig. 4.6, a) 

forma: 
 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ⎟
⎞

⎜
⎛μ

=⎟
⎞

⎜
⎛ ×

μ
=

×μ
= 0

3
0

3
0

v dvrotdvdv JrJrJB .     (4.69) 
⎠⎝π⎠⎝ππ vvv r4r4r4

 

În relaţia (4.68) rot J = 0, deoarece vectorul J se referă la elementul de 
Deoarece rotorul este aplicat în punctul P în care se determină vectoru
magnetică şi nu în puncte din interiorul elementului de volum dv, operatorul rotor 

volum dv. 
l inducţie 

se poate scoate în afara integralei: 
 

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛ μ

=
π
μ

= ∫∫∫∫∫∫ 00
v dvrotdvrot

4
JJB .                   (4.70) 

⎠⎝ π vv r4r
 

Din ecuaţia (4.70) rezultă că inducţia magnetică în vid este rotorul unui vector, 
notat cu Av, numit potenţial magnetic vector în vid,  
 

BBv = rotAv,                                               (4.71) 
 

unde, 
 

∫∫∫π
μ

= 0 J
v

v dv
r4

A .                                        (4.72)

 

Pentru o pânză de curent de densitate Jl pe su
mod similar relaţia: 

 

 

prafaţa S (fig. 4.6, b) rezultă în 

∫∫∫π
μ

= l0
v dvJA .                                        (4.73) 

v r4
 

Dacă în expresia inducţiei magnetice stabilită
parcurs de curent de conducţie (4.35) se ţine seama 

 

 în vid de un conductor filiform 
de identitatea: 

r
rotrot

r
1

r
rot

r
1grad

rr 33

dsdsdsdsdsrrds
=−=×=×−=

× ,       (4.74) 
 

se obţine:  
 

( ) v
0

3
0

v rot
r4

irot
r4

i AdsrdsrB =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
π

μ
=

×
π

μ
= ∫∫

ΓΓ

                  (4.75) 

 

şi deci potenţialul magnetic vector în vid al unui curent filiform es
 

te: 

∫
μ

Γπ
=

i0 dsA .                                           (4.76)

 
r4v  
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a. Potenţialul magnetic vector în vid al u
infinit lung, parcurs de curentul electric i. În coordonate cilindrice (fig. 4.8), 
ecuaţia (4.41) devine: 

nui conductor filiform, rectiliniu, 

 

π
μ

=× ϕ∂
∂ uuu iA 0

zvr .                                     (4.77) 
r2r

 

Integrând relaţia (4.77) între un punct de referinţă sit
şi punctul curent situat la distanţa r, se obţine: 
 

uat la distanţa r0 de conductor 

r
rln

2
iA 00

v π
μ

= .                                             (4.78) 

 

Potenţialul magnetic vector al unui con
lung, parcurs de curentul electric i este prop
distanţei la fir şi se numeşte potenţial logaritmic. Relaţia (4.78) este analoagă cu 
expres

 originea sistemului de coordonate în centrul spirei, iar 
axa Oz este perpendiculară pe planul spirei 

ductor filiform, rectiliniu, infinit 
orţional cu logaritmul natural al 

ia potenţialului electrostatic al unui fir infinit lung încărcat uniform cu 
sarcină electrică (2.179).  

 
b. Potenţialul magnetic vector în vid al unei spire circulare plane, parcursă 

de curent electric. Alegem

z (fig. 4.14). Considerăm că punctul P, în care 
calculăm câmpul, este situat la o distanţă R 
mult mai mare decât raza spirei, R >> a. 
Potenţialul magnetic vector în punctul P se 
calculează cu relaţia (4.76): 

 

∫
Γπ

μ
=

R4
i0

v
dsA .              (4.79) 

 

Liniile potenţialului vector sunt cercuri 
conţinute în plane paralele cu
şi ale căror centre sunt situate pe axa Oz. 

am
 

 planul spirei Γ 

Prin urmare vectorul Av are o singură 
a de figura 4.14, rezultă: componentă, Av = Av uϕ. Ţinând se

=ϕβρ−+ρ=ϕ− cossina2acosra2a 222  
 

+ρ=ϕ−++= cosra2razR 2222

2
22 acossina21cossina2a ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ρ

+ϕβ
ρ

−ρ=ϕβρ−+ρ= .            (4.80)

 

Deoarece ρ >> a, termenul 

 

2
a
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ρ

este neglijabil şi relaţia (4.80) devine
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R 
x ϕ 

z 

Fig. 4.14 

P(z,r,ϕ) 
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      Linia  
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ϕβ
ρ

−ρ cossina21 ,                             ≅R          (4.81) 

 

sau, 
 

2
1

cossina211
R
1

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ϕβ

ρ
−

ρ
≅ .                                  (4.82) 

 

Ţinând seama de dezvoltarea binomială, 
 

( ) ( ) ...yx
!2

1nnyxnxyx 22n1nnn +
−

++=+ −−                      (4.83) 
 

unde x = 1, ϕβ
ρ

−= cossina2y , 
2
1n −=  şi reţinând numai pr

dezvoltării, rezultă: 

imii doi termeni ai 

 

⎟
⎠

⎞
ϕβ

1
⎜
⎝

⎛
ρ

+
ρ

≅ cossina1
R
1 .                                      (4.84) 

 

Înlocuind expresia (4.84) în relaţia (4.79) şi deoarece elementul de lungime al 
curbei Γ este , se obţine: 
 

ϕϕ ϕ== uuds dads

∫
π

⎠ρπv 4
 

Deoarece, 

ϕ ϕ⎟
⎞

⎜
⎝

⎛
ϕβ

ρ
+

μ
=

2

0

0 dcossina1ai uA .                             (4.85) 

ϕ+ϕ−=ϕ cossin yx uuu  relaţia (4.85) devine: 
 

( )∫
π

=ϕ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝ ρy
⎛

ϕβ+ϕ+ϕ
ρπ

μ
=

2

0
x

0
v dcossina1ossin

4
ai uu-A  

 

c

( ) β
ρ

μ
=ϕϕ+ϕϕβ

ρπ
μ

= ∫
π

sin
4

aidcoscossinsin
4

ai
2

2
0

y

2

0

2
yx2

2
0 uuu- .             (4.86) 

Datorită simetriei cilindrice, rezultă: 
 

 

β
ρ

μ
= ϕ sin

4
ai
2

2
0

v uA .                                        (4.87) 

 

Pentru o bobină cu N spire relaţia (4.87) devine: 
 

β
ρ4 2v

μ
= ϕ sinaiN 2

0uA .                                      (4.88) 
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 4.4.6. Teorema fluxului magnetic în vid 
   

Se numeşte flux magnetic, mărimea scalară egală cu integrala de suprafaţă a 
rodusului scalar dintre inducţia magnetică şi elementul de suprafaţă, cu simbolul 

rafaţa este deschisă SΓ şi 
p

ΣΦ
Γ

ΦS dacă sup  dacă suprafaţa este închisă Σ,  
 

∫∫=Φ dAnB   ;  ∫∫
Γ

Γ
S

vS
Σ

v

 

Fluxul magnetic este o mărime derivată care caracterizează global câmpul 
netic referitor la o suprafaţă şi ensul de referinţă corespunde

Σ dAnB .                            (4.89) 

mag  s  sensului 
versorului n dacă suprafaţa este închisă ) sau sensului versor
suprafaţă dA asociat sensului curbei Γ d  suprafaţa este d

În sistemul de unităţi S.I., unitatea de flux magnetic numită weber (Wb) este
egală 

=Φ

 (Σ ului elementului de 
acă eschisă (SΓ). 

 
cu fluxul magnetic printr-o suprafaţă plană de un metru pătrat, traversată de 

inducţia magnetică de un tesla. 
 Dacă se aplică operatorul divergenţă relaţiei (4.71) şi se ţine seama de faptul 
că divergenţa rotorului unui vector este identic nulă, rezultă: 
 

0div v =B .                                              (4.90) 
 

Deci, în fiecare punct din vid, divergenţa inducţiei magnetice este identic 

ului magnetic în vid. 
inând seama de relaţia (4.90), fluxul magnetic

este nul: 
 

nulă. Prin urmare, inducţia magnetică în vid este un câmp de vectori solenoidal.  
Relaţia (4.90) constituie forma locală a teoremei flux

Ţ  printr-o suprafaţă închisă oarecare 

    0dvdiv vv ===Φ ∫∫∫∫∫∑ BdAB .          (4.91) 
vΣΣ

 

Relaţia (4.91) constituie forma globală a teoremei 
fluxului magnetic în vid.  

Fie o curbă închisă Γ trasată pe supr
Σ care separă suprafeţele desc Γ

afaţa închisă 
 hise ′ ΓS şi ′′S  

( ΓΓ ′′∪′=Σ SS ) (fig. 4.15), având versorii Σnn  şi 

Σ−= nn ''  asociaţi sensului de referinţă al curbei Γ. 
='

Fluxul ΦΣ prin suprafaţa Σ se descompune în diferenţa 
fluxurilor 'SΓ

Φ şi ''SΓ
Φ :  

 

'''
'''

SS
S

''
v

S

'
v dAdAdA

ΓΓ
ΓΓ

Φ−Φ=−= ∫∫∫∫Σ nBnB .           (4.92) 

 

v=Φ ∫∫
Σ

Σ nB

Conform teoremei fluxului magnetic în vid, ΦΣ = 0 (4.91) şi deci: 
 

''' SS ΓΓ
Φ=Φ .                                                (4.93) 

 

Γ

Σ v

Σ 
n’= nB  B

S’
Γ  

 

S’’
Γ  
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Bv 
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nΣ 

g. 4.15 
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 Din teorema fluxului magnetic în vid rezultă următoarele concluzii 
importante: 
• ă pe curba

• Din compararea formei locale a teoremei
locală  teoremei fluxului magnetic (4.90), rezultă că un câmp de vectori B  nu are 

 Fluxul magnetic 
ΓS prin orice suprafaţă deschisă SΦ Γ care se sprijin

nchisă Γ este acelaşi (4.93);  
 

î
 fluxului electric (2.100) cu forma 

 a v
surse (deoarece divBB

ţiile (4.90) şi (4.91), nu există sarcini magnetice adevărate 

ecţia şi sensul vectorului Bv; 

v = 0). Prin urmare, se poate face afirmaţia echivalentă, că, în 
concordanţă cu rela
similare cu sarcinile electrice adevărate sau că în câmpul magnetic nu se pot 
exercita forţe magnetice cu dir
• Într-un câmp vectorial pentru care divergenţa este nulă, numit câmp de vectori 
solenoidal, liniile de câmp sunt totdeauna închise. Deci liniile inducţiei magnetice 
sunt totdeauna linii închise, deoarece în câmp magnetic nu există sarcini 
magnetice ; 
• Ţinând seama de relaţia (4.71) şi utilizând teorema lui Stokes, fluxul magnetic 
printr-o suprafaţă deschisă SΓ care se sprijină pe curba închisă Γ se poate exprima 
prin relaţia: 
 

∫∫ ∫∫ ∫
Γ Γ

Γ
Γ

===Φ
S S

vvvS dArotdA dsAnAnB .                          (4.94) 

 

Se urmăreşte transformarea integralei de linie din expresia potenţialului 
magnetic vector stabilit de curentul filiform i într-un punct
integrală de suprafaţă. În acest sens, se calculează produsul scalar dintre vectorul 
Av şi un vector constant oarecare F: 

4.4.7. Potenţialul magnetic scalar neuniform al câmpului magnetic în 
                                                       vid 
 

 P din vid (4.76) într-o 

 

dsFAF ∫
Γπ

μ
=⋅

i0
v .                                           (4.95) 

r4
 

Folosind teorema lui Stokes, se poate scrie: 
 

dAFAF μ
=⋅ v ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π ∫∫
Γ

r
rot

4
i

S

0 ,                                    (4.96) 

 

unde SΓ este suprafaţa spirei filiforme parcursă de curent. 
Se va utiliza identitatea: 
 

3r
F× ,                          (4.97) 

r
1gradrot

r
1

r
1rot rFFF =×−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

în care rot F = 0 şi 3rr
1 rgrad −= . 
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Deoarece în expresia potenţialului vector (4.76) intervine vectorul de pozi
r orientat de la spiră spre punctul considerat P, iar conform 
să se calculeze gradientul şi rotorul pe suprafaţa SΓ a spirei, se va înlocui r prin r’ 

 la punctul P pre spiră. Prin urmare, relaţia (4.96) devine: 

ţie 
relaţiei (4.96) urmează 

(r = - r’) orientat de  s
 

∫∫
Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

π
μ

=⋅
S

3'

'
0

v )r(4
i dArFAF .                               (4.98) 

 

Ţinând seama de faptul că produsul mixt a trei vectori are proprietatea de 
permutare ciclică, relaţia (4.98) se poate scrie sub forma: 
 

∫∫
Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

π
μ

=⋅
S

3'

'
0

v )r(4
i dArFAF .                              (4.99) 

 

Deoarece vectorul F este oarecare, iar r = - r’, rezultă: 
 

∫∫∫∫
ΓΓ

⎟
⎠3r

.                   (4.100) ⎞
⎜
⎝
⎛ ×

π
μ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

π
μ

−=
S

0

S
3

0
v 4

i
r4

i rdAdArA

ţia magnetică în punctul P: 
 

Cunoscând potenţialul vector, se poate determina induc
 

 ∫∫
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

π
μ

==
S

3
0

vv r
rot

4
irot rdAAB .     

 

                     (4.101) 

Se va utiliza identitatea: 
 

( ) dAdA div
r3− ,  (4.102) rrrdArdArdA grad

rr
grad

r
div

r
rot 3333 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

 

0
r
1

r
1gradivdiv 3 −=

rîn care d
r

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ−= . Ţinând seama de faptul că vectorul 

element de suprafaţă dA este constant, identitatea (4.102) devine: 
 

( ) 3r
 

Utilizând identitatea: 
 

3 grad
r

rot rdArdA −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ × .                                  (4.103) 

( ) dAdA ⎟
⎠

⎜
⎝

+ grad
r

t 3 ,  (4.104) rrrdArdArdA ⎞⎛×++×=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ro

rr
grad

r
rot

r
grad 3333

 

0grad
r

,0rot,0rot 3 =
rîn care: 
r 3 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= dArdA , relaţia (4.103) devine: 

 

( ) 333 r
grad

r
grad

r
rot dArrdArdA ⋅

−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ × .                    (4.105) 
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are, ţinând seama de relaţia (4.10
considerat P se calculează cu relaţia (4.101): 
Prin urm 5), inducţia magnetică în punctul 

 

∫∫
Γ

⋅
π

μ
−=

S
3

0
v r

grad
4

i dArB .                               (4.106) 

 

Intensitatea câmpului magnetic în punctul P din vid va fi: 
 

P4πS
3

S
3v gradi

r
grad

4
i

r
grad

4
i

Ω−=
⋅

π
−=

⋅
π

−= ∫∫∫∫
ΓΓ

dArdArH ,      (4.107) 

 

unde 
 

∫∫
Γ

⋅
=Ω

S
3P r
dAr                                            (4.108) 

 

de curba curentului filiform Γ din punctul P, situat 
 în care se calculează câmpul. Relaţia (4.107) se poate scrie şi sub forma: 

este unghiul solid sub care se ve
în vid,
 

Pv 4
igrad −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω
π

−=H mPVgrad ,                           (4.109) 

 

unde mărimea scalară  
 

∫∫
Γ

⋅
π

=Ω
π

=
S

3PmP r4
i

4
iV dAr                                   (4.110) 

 

al cărei gradient cu semn schimbat este intensitatea câmpului magnetic Hv, se 
etic scalar. 

inând seama de relaţia rot gradVm = 0, rezultă: 
 

rot Hv = 0,                

tul electric de conducţie este . 
a: 

elaţia 
n punct de referinţă P0 şi un 

punct oarecare P, rezultă că potenţialul 
magnetic scalar în punctul P a
similară cu a potenţialului electrostatic 

numeşte potenţial magn
Ţ

                                 (4.111) 
 

adică câmpul magnetic în vid (în punctele în care densitatea de curent este nulă, J 
= 0, vezi par. 4.7.1) stabilit de curen irotaţional

Relaţia (4.109) se mai poate scrie sub form
 

dVm = - Hvds,                                             (4.112) 
 

dl fiind vectorul poziţiei relative a două puncte infinit vecine, între potenţialele 
cărora există diferenţa dVm. Integrând rdA = 2πr’dr’
(4.112) între u

re o expresie 

(2.148): 
 

n z 

i 

α 
r 

r’ 

a 

h 

Fig. 4.16  

P 

Γ 
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∫−=
P

P
vmPmP

0
0

VV dsH ,                                    (4.113) 

 

0mPVunde este potenţialul magnetic scalar al punctului de referinţă P0. 
 

 a. Potenţialul magnetic scalar al unei spire plane circulare, parcursă de 
ţimea h (fig. 
aţiei (4.108), 

ste: 

curent electric. Fie un punct P situat pe axa spirei de rază a la înăl
4.16). Unghiul solid sub care se vede spira din punctul P, conform rel
e
 

,dA
r

cos
r
dA

r S
2

S
3

S
3P ∫∫∫∫∫∫

ΓΓΓ

α
===Ω

nrdAr                         (4.114) 

 

unde 
( ) 22' hr

h
r
hcos

+
==α  şi . 

Rezultă: 

''drr2dA π=

 

( )[ ] ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−π=

+
π−=

+
π=Ω ∫ 22

a

0
22'

a

0 2
3

22'

''

P
ha

h12
hr

1h2
hr

drrh2 .  (4.115) 

 

Potenţialul magnetic scalar în punctul P, conform relaţiei (4.110), este: 
 

⎟⎟
⎠⎝ +π 22 ha24

 

⎞
⎜⎜
⎛
−=Ω= PmP

h1iiV .                            (4.116) 

ţia (4.112) se poate calcula intensitatea câmpului magnetic în punctul 
P. 
 

Utilizând rela

( )2
3

22

mP
v 2dh

H =−= .                                (4.117) 
2

ha

aidV

+
 

În centrul spirei, h = 0 rezultă: 
 

a2
iHv = .                                               (4.118) 

 

rocedând în acest mod, s-a regăsit relaţia (4.56) stabilită cu ajutorul teoremei Biot 
– Savart – Laplace.  

 

netică este o mărime derivată importantă atât teoretic referitor 
la determinarea naturii câmpului magnetic, cât şi aplicativ, fiind o mărime  
 

P

4.4.8. Tensiune magnetică şi tensiune magnetomotoare   
 

Tensiunea mag
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măsur
ondenţa 

.17), în câmp magnetic tensiunea magnetică se defineşte cu intensitatea câmpului 

): 

 

În regimuri statice şi staţiona
este invariabilă în timp şi se notează

 se noteaz
instantanee. 

adică sensul elementului de arc al curbei C, se numeşte sens de 
referin

 

abilă. La fel ca în cazul câmpului electric în care tensiunea electrică se 
defineşte cu intensitatea câmpului electric, în conformitate cu coresp
(4
magnetic.  

Se numeşte tensiune magnetică, cu simbolul 
12mu , mărimea scalară egală cu 

integrala de linie a produselor scalare dintre intensitatea 
câmpului magnetic şi elementul de lungime ds între punctele 
P1 şi P2 ale curbei C (fig. 4.17

 

dsH∫=
2

1
12

P

)C(P
vmu .                          (4.119) 

P

P2 

ds C 
 

       Fig. 4.17   

1
Hv 

re, tensiunea magnetică 
 cu simbolul U ; dacă 

12m

este variabilă în timp ă cu simbolul 
12mu  şi se numeşte tensiune magnetică

Tensiunea magnetică este o mărime derivată care caracterizează global 
câmpul magnetic referitor la o curbă C dată, între două puncte ale acesteia. Sensul 
de integrare, 

 

ţă al tensiunii magnetice de la punctul P1 la punctul P2. Dacă se suprimă 
indicii, sensul de referinţă al tensiunii magnetice se indică explicit printr-o săgeată 
orientată de la P1 la P2. 

 Integrala de linie a intensităţii câmpului magnetic efectuată pe o curbă 
închisă Γ se numeşte tensiune magnetomotoare 

Γm
 

u :

dsH∫= vmu .                 (4.120) 
ΓΓ

 

nitatea S.I. de tensiune magnetică sau 
magnetomotoare este aceeaş
curentului electric, amperul (v. par. 4.4.9). 

pul 
magne

iz
expresia (4.109),  se calculează t
curbei C:  

Hv 

P1 

P 

r 

dss 

i Γs 

P2ds 
C 

U
i cu a intensităţii 

 

Tensiunea magnetică în câmpul unei 
spire parcurse de curent. Se consideră o curbă 
deschisă C de formă oarecare în câm

tic al unei spire filiforme Γs parcursă de 
ând relaţia (4.120), în care Hcurentul electric i (fig. 4.18). Util v se înlocuieşte cu 

ensiunea magnetică între punctele P1 şi P2 ale 

 

( ) ( )
=Ω−== ∫∫ P

PP

v12m gradiu
22

dsdsH
π CPCP 4

11

( )
2mPmPPP VVi

−=Ω−Ω .   (4.121) 
1214π

                             

Dacă punctul P1 este un punct curent P şi P2 punct de referinţă P0, din relaţia 
(4.121) se obţine expresia potenţialului magnetic scalar în punctul P,  

Ω1 

Ω2 

Fig. 4.18    
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∫−=
P

P0

vmPmP 0
VV dsH ,                             

 

identic

4.4.9. Teorema lui Ampère în vid 
 

Dacă în câmp electrostatic integrala curbilinie a vectorului Ev în lungul 
e identic nul  

     (4.122) 

ă cu relaţia (4.113). 
 

0v =∫
Γ

dsEoricărei curbe închise est ă , în câmp magnetic relaţia 

imilas ră 0v =∫
Γ

făcută.  

1 e
.121), 

dsH  nu este totdeauna satis

Fie o spiră filiformă Γ parcursă de curentul i şi o curbă închisă Γe de formă 
oarecare trasată prin vid şi care nu înlănţuie curba Γ parcursă de i (fig. 4.19,a). 
Tensiunea magnetică între punctele P  şi P situate pe curba Γ  se calculează cu 
relaţia (4

 

( ) mPmPPPPmP VV
4
iu

111
−=Ω−Ω

π
= ,                          (4.123) 

 

unde 
1PΩ , respectiv PΩ este unghiul solid sub care se vede curba Γ din punctul P1, 

respectiv P. 
Se parcurge curba închisă Γe în sensul ei de referinţă şi la limită, pentru 
, după parcurgerea curbei Γe, se obţine tensiunea magnetomotoare : 

 
1PP → emu Γ

mPPPmPPmPPPm VlimVulimu
1111e →→Γ −== .                            (4.124) 

 

ajungân
În cazul curbei Γe, potenţialul magnetic VmP variază continuu în lungul curbei, 

d în punctul P1 cu aceeaşi valoare 
111 mPmPPPmP VVlim,V =

→
şi deci: 

 

0VVu
11 mPmPem =−=Γ .        

 

rent electric 
este identic nulă: 

                             (4.125) 

Prin urmare, tensiunea magnetomotoare în lungul unei curbe închise Γe de formă 
oarecare trasată prin vid şi care nu înlănţuie conductoare parcurse de cu

 

Ω1 

Ω 

Γ i 
Γe 

P1 

P m 

A0
B0 B

n 

Γ i
Γi 

a b 
Fig. 4.19  
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0u
e

e vm == ∫
Γ

Γ dsH . 

i
ensiunea magnetomotoare  în lungul curbei închise Γi este: 

 

                                       (4.126) 

 

Fie o curbă închisă Γi care înlănţuie spira Γ parcursă de curentul i (fig. 4.19, 
b). Sensul de referinţă al curbei Γ  este asociat sensului curentului din spira Γ. 
T imu Γ

( ) ( )Γ
Γ

00i
i

nB
v

mA
vm

 

Ţinând seama de faptul că din punctul A

∫∫∫ +==
00 AB

u dsHdsHdsH ,                          (4.127) 

2A0
 şi că din 

punctul B0 curba  Γ se vede sub unghiul solid 

v

0 faţa superioară, respectiv inferioară  a 
curbei Γ se vede sub unghiul solid  π=Ω 2s , respectiv Ωi

A0
π−=

0
0B =Ω , rezu

   

ltă: 

( ) ( ) ( )
=

π
−=Ω

π
−= ∫∫∫

000 mAmAmA
v dΩ

4
grad

4
dsdsH  

 

000 BBB ii

( )
24

i
44

s
A0 π
=

ππ
                   (4.128) i2ii s

AB 00
=πΩ=Ω−Ω−= ;  

 

( ) ( ) ( )
=

π
−=Ω

π
−= ∫∫∫

0

0

0

0

0

0

A

nB

A

nB

A

nB
v dΩ

4
igrad

4
i dsdsH  

 

( ) ( ) ( )
2
i .                   (4.129) 2

4
i

4
i

4
i i

AB
i
A 000

=π−
π

−=Ω
π

−=Ω−Ω
π

−=

 

Înlocuind expresiile (4.128) şi (4.129)  în relaţia (4.127) se obţ
 

ine: 

i
2
i

2
iu

im =+=Γ .                                          (4.130) 
 

Rezult  că tensiunea magnetomotoare în lungul unei curbe închise Γi de formă ă
oarecare este egală cu intensitatea curentului pe care-l înlănţuie: 
 

iu
i

i vm == ∫
Γ

Γ dsH .                                         (4.131) 

Tensiunea magnetomotoare depinde numai de curentul electric de conducţie 

rficială sub 
a pânzei de curent cu densitate Jl sau cur

suprafaţă deschisă care se sprijină pe curba închisă Γi trasată
curent

pe care îl înlănţuie curba închisă Γi şi nu depinde de modul cum se repartizează în 
conductoare, care poate fi cu densitate de curent J, cu repartiţie supe

enţi filiformi ik. Dacă 
i

SΓ este o form
 exclusiv prin vid, 

ul electric total pe care îl înlănţuie curba Γi este egal cu curentul total 
iSi Γ
, 

respectiv solenaţia 
iSΓ

θ (3.37) care înţeapă suprafaţa 
i

SΓ . Relaţia (4.131) scrisă sub 
forma: 
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ii
i

i SSvm iu
ΓΓ

θ=== ∫
Γ

chise Γi  trasate prin vid este egală cu curentul total, respectiv solenaţia 
prin orice suprafaţă deschisă care se sprijină pe curba închisă Γ .   

Observaţie. Integrala curbilinie a intensităţii
valori diferite după cum curba înlănţuie (4.131) sau nu înlănţuie (4.126) curent 

Γ dsH                                    (4.132) 

 

constituie teorema lui Ampère în vid: tensiunea magnetomotoare în lungul unei 
curbe în

i
 câmpului magnetic având 

electric, potenţialul magnetic scalar Vm  este o funcţie de punct neuniformă. 
Dacă curba Γi  înlănţuie spirele unei bobine cu N spire, teorema lui Ampère 

devine: 
 

Niu
i

i vm == ∫
Γ

 

sau 

Γ dsH ,                                           (4.133) 

 

Ni0v
i

μ=∫
Γ

dsB .                                               (4.134) 

 

Din relaţia (4.131) rezultă că în S.I. unitatea de măsură pentru tensiunea 
netomotoare este amperul, iar pentru intensitatea câmpului magnetic amper pe 

etru (A/m).  
 

 

rice în mişcare, se mai pot exercita acţiuni 
otoare şi asupra unor corpuri situate în câmp magnetic, dintre care cele 

mai impo m 
este de exem
magne

mag
m

4.5. STAREA DE MAGNETIZARE. MOMENTUL MAGNETIC  
 

În afară de conductoarele parcurse de curent de conducţie şi de corpurile 
cărcate cu sarcini electîn

ponderom
rtante sunt corpurile feromagnetice. Materialele din această clasă, cu

plu magnetita, chiar şi fără un tratament prealabil produce câmp 
tic la fel ca sarcinile electrice în mişcare sau curentul electric de conducţie. 

Alte materiale din această clasă cum sunt fierul, oţelul, nichelul, cobaltul şi aliaje 
ale acestora, aduse în prealabil în câmp magnetic exterior, după suprimarea 
acestuia produc câmp magnetic la fel ca magnetita; în această stare ele se numesc 
magneţi permanenţi.  

Starea corpurilor care în câmp magnetic sunt acţionate de forţe şi cupluri 
suplimentare faţă de cele condiţionate de starea lor electrocinetică sau de starea de 
încărcare cu sarcină electrică în mişcare, se numeşte stare de magnetizare, 
respectiv de polarizare magnetică. Corpurile aflate în stare de magnetizare se 
numesc magnetizate. 

 
4.5.1. Momentul magnetic    
 

Se consideră un câmp magnetic omogen de inducţie BB

punct oarecare mici corpuri magnetizate. Oricât de mici ar fi aceste corpuri, ele nu 
v şi se aduc într-un 



 154 

pot fi considerate puncte materiale, deoarece sunt acţionate de cupluri. Se constată 
că pentru o anumită orientare a corpurilor în raport cu vectorul Bv, cuplul se 
anulează; dreapta trasată pe corpul aflat în echilibru stabil şi orientată în sensul 
vectorului BB agnetizare. În orice poziţie s-ar afla corpul, 
rotind

v se numeşte axă de m
u-l în jurul axei sale de magnetizare de versor um, cuplul rămâne neschimbat, 

axa de rotaţie formează cu versorul um şi vectorul BBv un triedru drept în poziţia de 
cuplu maxim. Printr-o analiză similară cu a stării de polarizare electrică a unui mic 
corp dielectric, cuplul Cm care acţionează asupra micului corp magnetizat are o 
expresie analoagă expresiei cuplului electric (2.39): 

 

vm BmC ×= .                                              (4.135) 
  

Mărimea vectorială m caracterizează starea de magnetizare a micului corp 
magnetizat şi se numeşte moment magnetic. Deoarece momentul magnetic m, la fel 
ca cel electric, s-a introdus exclusiv prin interpretarea datelor experimentale, este o 
mărime primitivă, cu relaţia de detectare (4.135). Din punctul de vedere al unităţii 
de mă ură, momentul magnetic este o mărime secundară. În sistemul S.I. unitatea 
de moment magnetic este amper-metru pătrat 

 

s
(Am2) (v. par. 4.6.1). 

Dacă micul corp magnetizat, de moment magnetic m, este situat într-un 
câmp magnetic staţionar şi local neuniform, asupra acestuia acţionează în plus şi o 
forţă Fm care are o expresie similară cu forţa electrică Fp (2.41): 

 

( ) vvm gradgrad BmBmF =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

↓

.                             (4.136) 

Deoarece produsul scalar vBm creşte cu modulul vectorului BB

p magnetic uniform, forţa Fm este nulă şi asupra corpului se exercită 
numai cuplul Cm (4.135). 

Acţiunile ponderomotoare ale câmpului magnetic asupra unui mic corp 
magne gneti

v, forţa 
magnetică Fm tinde să deplaseze corpul magnetizat spre regiunile unde câmpul este 
mai intens. 

În câm

tizat, imobil, de moment ma c m şi în stare electrocinetică nulă, constă 
din: 
• forţa magnetică  Fm (4.136), nenulă numai în câmp magnetic neomogen; 
• cuplul rezultant Cm,e care conţine o componentă datorată forţei Fm şi o 
componentă de forma (4.135),  
  

( ) vvmme,m grad BmBmrCFrC ×+×=+×= ,                 (4.137) 
 

unde r este raza vectoare a punctului în care se găseşte corpul magnetizat în raport 

), se constată că în câmp magnetic nu intervin 
rmeni similari cu qEv şi . Deoarece în natură nu se constată forţe 

magnetice paralele şi proporţionale cu inducţia magnetică Bv de 

cu originea referenţialului. 
Comparând expresiile (4.136), (4.137) cu cele corespunzătoare din cazul 

câmpului electric (2.43), (2.44
vqEr×te

forma qBB

că nu există sarcină magnetică similară sarcinii electrice. 
v, rezultă 
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4.5.2. Magnetizaţia  
 

Starea de magnetizare a unui corp foarte mic este complet caracterizată de 
momentul său magnetic. Momentul magnetic m este însă insuficient pentru a 
descrie complet starea de magnetizare a corpurilor masive magnetizate. Descrierea 
locală a stării de magnetizare a unui corp masiv magnetizat necesită introducerea 
unei mărimi derivate numită magnetizaţie.  

Prin fragmentarea m
ent de volum vΔ  a

acroscopică a unui corp magnetizat finit, fiecare 
fragm re un moment magnetic elementar . Starea de 
magne

mΔ
tizare a corpului finit se caracterizează local prin mărimea vectorială egală 

cu densitatea de volum a momentului magnetic, numită magnetizaţie M, 
 

dv
d

v
lim

0v

mmM =
Δ
Δ

=
→Δ

 .                                       (4.138) 
 

Momentul magnetic rezultant m al corpului este egal cu integrala 
magnetizaţiei M efectu  pe volumul v, 

 

∫∫∫= dvMm .                                        

ată

    (4.139) 

Liniile vectorului M sunt situate în interioru
Pentru majoritatea corpurilor, experienţa pune în evidenţă o dependenţă mai 

mare 
tic se anulează după suprimarea câmpului 

magnetic în care au fost aduse se numesc cu magnetizare temporară, iar mărimile 
care le caracterizează sunt momentul magne
temporară Mt. Corpurile care prezintă o magnetizare chiar şi în lipsa unui câmp 
magne  magnetic păstrează 
o mag

v
 

l corpurilor. 

sau mai mică a stării lor de magnetizare de câmpul magnetic în care se 
găsesc. Corpurile al căror moment magne

tic temporar mt şi magnetizaţia 

tic produs din exteriorul lor, sau care aduse într-un câmp
netizare după suprimarea câmpului exterior, se numesc cu magnetizare 

permanentă. Mărimile care caracterizează starea lor de magnetizare sunt momentul 
magnetic permanent mp şi magnetizaţia permanentă Mp.  

În general, momentul magnetic m al unui corp magnetizat este egal cu suma 
dintre o componentă temporară mt şi o componentă permanentă mp, 

 

( ) pvt mBmm += .                                        (4.140) 
 

Relaţiei (4.140) îi corespunde relaţia similară pentru magnetizaţii: 
 

( ) pt MHMM += ,                                        (4.141) 

componenta temporară a momentului lui magn
caracterizat numai de componenta permanentă m . Un magnet permanent având
formă magnetic, 
introdus în câmp magnetic indică direcţia locală şi sensul inducţiei magnetice Bv. 

 

unde H este intensitatea câmpului magnetic în corpuri (v. par. 4.7). 
entru un magnet permanent situat în câmp magnetic exterior slab, P

etic este neglijabilă şi el este 
 p

 cilindrică cu axa de magnetizare longitudinală, utilizat ca ac 
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În câmpul magnetic terestru, acul magnetic se o
polii magnetici geografici: extremitatea către polul nord geografic se numeşte pol 

tă extremitate, 

unităţi S.I., unitatea de 

rientează cu extremităţile către 

nord al acului magnetic, respectiv cealal
polul sud. În acest sens, porţiunile de pe suprafaţa 
corpurilor magnetizate în care liniile magnetizaţiei M se 
termină, respectiv încep, sunt de polaritate nord, respectiv 
sud. În figura 4.20 este reprezentată o sferă uniform 
magnetizată cu polarităţile N şi S corespunzătoare celor 
două emisfere în care se termină, respectiv încep liniile 
magnetizaţiei.  

Magnetizaţia este o mărime derivată şi în sistemul de 

magnetizaţie se numeşte amper pe metru 

N 

Fig. 4.20 

S 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
A . 

DELUL AMPERIAN AL CORPURILOR 
 MAGNETIZATE 

 
 

4.6. MO

 
Unui corp magnetizat i

e 
un câmp magnetic din exterior, cât şi din punctul de vedere al producerii de câmp 
magnetic. 
 

4.6.1. Bu
 

Un conductor filiform pa ând o curbă închisă Γ de arie 
ă 

curent se calculează cu relaţia (4.10): 
 

 se poate asocia o repartiţie fictivă de curent electric, 
echivalentă atât din punctul de vedere al acţiunilor ponderomotoare exercitate d

cla elementară de curent 

rcurs de curent, form
foarte mică (fig. 4.21) se numeşte buclă elementară de curent.  

 

Acţiunile ponderomotoare asupra buclei de curent în 
câmp magnetic uniform. Forţa magnetică Fmb asupra buclei de 

plan

i 

d

r 
O 

r 
Γ 

vvmb
⎠⎝ΓΓ

 

Ţinând seama de relaţia 

i BdrB ×⎟
⎞

⎜
⎛

=× ∫  .                   (4.142) i drF = ∫

0=∫dr , rezultă că în câ
Γ

mp magnetic 

 a
 

                             (4.143) 

 
 

 În raport cu un punct oarecare O, cuplul elementar dCb
are expresia: 

 

dCb = 

Fig. 4.21  

cţionează asupra unei bucle elementare de curent este nulă: 

Fmb = 0.                      

uniform forţa care

 al forţei elementare 
vm i BdrdF ×=

r × dFm  = ir × (dr × BB  idr (Bv) = vB  r) – iBB

 
v (rdr).            (4.144) 

Integrând, se obţine: 
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 ( ) ( )∫
Γ

− drrBrr vi ,                                   (4.145) ∫
Γ

= dBC vb i

unde 

 

0
2
rdi)

2

v
⎞

⎜⎜
⎛

= ∫Br(i v =⎟⎟
⎠⎝

∫
ΓΓ

drB , deoarece vectorul Bv este constant şi integrala 

curbilinie a u
iile: 

nei diferenţiale totale este nulă.  
Ţinând seama de relaţ
 

∫∫∫
Γ

×=
Γ S

FgradF dAdr , F = Bv

 

grad (Bv r) =(Bv grad) r + (r grad) B  + B  × rot r + r × rot B ,       (4.147)     

ui devine: 

 dr;                              (4.146) 

v v v
 

expresia cuplul
 

( ) v
SS

v
S

vvb )(i drrBC == ∫ iigradi BdABdArBdA ×⎥
⎤

⎢
⎡

=×=× ∫∫∫∫∫∫
ΓΓ

.  (4.148) 

 

Deoarece A , rezultă: 

 

⎦⎣ ΓΓ

nAdA ΓΓ ==∫∫
ΓS

vb i BAC ×= Γ .                                           (4.149) 
 

În relaţia (4.149) AΓ este vectorul arie al buclei de curent, iar n este versorul 
normalei pozitive, al cărui sens se stabileşte după regula burghiului drept
cu sensul curentului. 
 Mărimea vectorială egală cu produsul dintre intensitatea curentului i şi 

rie AΓ al buclei de curent se numeşte moment magnetic al buclei 
t mb: 

mb = i AΓ . 

Cb = mb × Bv.                                             (4.151) 

nea forţei magnetice Fmb (4.10) este: 
 

 în raport 

vectorul a
elementare de curen
 

                                             (4.150) 
 

Prin urmare, relaţia (4.149) devine: 
 

 

Acţiunile ponderomotoare asupra buclei de curent în câmp magnetic 
neuniform.  Lucrul mecanic elementar dLm efectuat prin deplasarea elementară ds 
a buclei de curent sub acţiu

( ) ( )∫∫∫ ×=×= vv drotii AdsBdrdsB .    (4.152) ∫
Γ

×==
Γ S

vmbm idL BdrdsdsF

 

Ţinând seama de relaţia rot (Bv 

Γ

× ds) = (ds grad) BvB  – ds divBB    
divBv = 0 (4.90), relaţia (4.152) devine: 
 

v, şi deoarece  

( )[ ] ( )[ ] === ∫∫∫∫
ΓΓ S

v
S

vm igradgradidL dABdsdABds  
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( )[ ] ( )[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

↓

vbvbbv gradgradgrad BmdsBmdsmBds ,        

ce care se exercită asupra buclei de curent 
în câmp magnetic neuniform: 
 

.                                       (4.154) 

 

Prin urmare, în câmp magnetic neomogen asupra buclei acţionează un cuplu 

     (4.153) 

 

unde săgeata ↓ indică mărimea care se derivează. Identificând relaţiile (4.152) şi 
(4.154) se obţine expresia forţei magneti

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

↓

vbmb grad BmF

(4.151) şi o forţă (4.154).  
 

Câmpul magnetic al buclei de curent. Inducţia magnetică în vid BB

u relaţia (4.106): 
 

v a unei 
bucle de curent se calculează c

∫
μ

∫
Γ

π
−=μ=

S

0
v0v r

grad
4

iHB

 calculează câmpul, relaţia (4.155) se poate scrie sub 
forma

3

dAr .                            (4.155) 

 

Deoarece dimensiunile suprafeţei buclei sunt mult mai mici decât distanţa r 
până la punctul în care se

 : 
 

=⎟⎟
⎠ΓS

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
−=⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝π

−= ∫∫∫∫
Γ

3
0

S
3

0
v r

grad
4

i
r

grad
4

dArdAB  

 

μ⎞⎛μ i r

3
b0

3
0

3
0

r
grad

4
i

r
grad

4r
grad

4
AA

π
−=⎟

⎠
⎜
⎝π

−=⎟
⎠

⎜
⎝π

−= ΓΓ .              (4.156) 

 

M
 

i mrrr μ⎞⎛μ⎞⎛μ

ărimea scalară Vb, 

   
3
b

b r4
1V rm
π

=                                 
 

este potenţialul magnetic scalar al buclei elementare de curent. 
Prin urmare, inducţia magnetică în vid Bv şi intensitatea câ

în vid Hv a buclei elementare de curent se calculează cu relaţiile: 
 

               (4.157) 

mpului magnetic 

BB  = -μ0 gradVb ; Hv = - gradVb.                              (4.158) 
 

4.6.2. Teorema echivale i dintre un 
                                           elementară de curent 

m şi  m

m = m  ,                                                 (4.159) 
 

v

nţe mic corp magnetizat şi o buclă  

 

Un mic corp magnetizat şi o buclă elementară de curent având momentele 
b egale,  

 

b
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sunt e se 
exerci xterior, cât şi al câmpului 
magne

ţă Fm , care se 
calculează
 

chivalente atât din punctul de vedere al acţiunilor ponderomotoare care 
tă asupra lor dacă sunt situate în camp magnetic e
tic pe care îl produc în vidul din exteriorul lor. 

 În câmp magnetic uniform se exercită asupra micului corp magnetizat de 
moment m un cuplu Cm, iar în câmp neuniform se exercită şi o for

 cu relaţiile (4.135), respectiv (4.136) : 

Cm = m × BB

Cb = mb × Bv; = .              (4.161) 

inând seama de relaţia (4.159), rezultă: 

  

eea ce demonstrează echivalenţa din punctul de vedere al acţiunilor 
ponderomotoare. 
  Se consideră cazul particular al introducerii corpului magnetizat, respectiv 

e inducţie magnetică Bv al unei bucle de 
. 4.22, a şi b), asupra buclei de curent se 

exercită forţele: 

⎝
vmbmb

⎝
vbbmb

v ; ( ) vvm gradgrad BmBmF =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

↓

 .            (4.160) 

 

Conform relaţiilor (5.82) şi (5.85), acţiunile ponderomotoare la care este supusă 
bucla de curent sunt:  
  

⎛ ↓

( ) vvbmb gradgrad BmBmF b=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝

 

Ţ
 

Cm = Cb;  Fm = Fmb,                                          (4.162) 
 

c

buclei elementare de curent, în câmpul d
curent (fig. 4.22). În cele două cazuri (fig

 

⎟
⎞

⎜
⎛=

↓
' grad BmF ;  ⎟

⎞
⎜
⎛=

↓
'' grad BmF ,                       (4.163) 

⎠ ⎠
 

unde BBvm este inducţia magnetică produsă în vid de micul corp magnetizat, iar BvbB

v
 respectiv asupra buclei elementare, se exercită forţele: 

⎞
⎜
⎛=

↓

vm grad BmF ; ⎞
⎜
⎛=

↓

vbmb grad BmF .                         (4.164) 

 

Fi

 
este inducţia magnetică produsă în vid de bucla elementară de curent.  
 În câmpul magnetic de inducţie B  produs de bucla de curent, asupra micului 
orp magnetizat,c

 

⎟
⎠⎝ ⎠⎝

⎟

g. 4.22

m

Fm

'
mbF  

a 

mb 

Fm

''
mbF

b 
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Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, mb
''

mbm
'
mb , FFFF ==  şi ţinând seama de 

(4.159), rezultă: 
 

''
mb

'
mb                           (4.165) 

 

FF = ,               

sau 
 

vbvm BB = ,                                         (4.166) 

ceea ce demonstr
 

ează şi a doua parte a teoremei. 
 Teorema de echivalenţă este utilă î
un corp masiv magnetizat poate fi divizat

ndul lor pot fi substituite prin bucle de curent echivalente. Deci problema 
câmpului poate fi tratată ca şi cum aceasta ar fi în vid.  
  

poate substitui un sistem de bucle de curent parcurse de curenţi numiţi amperieni 
sau moleculari. Unui fragment de corp magnetizat de forma unei prisme având 
baza ΔA şi înălţimea Δh cu magnetizaţia M orientată normal pe ΔA (fig. 4.23, b) 
cu momentul magnetic elementar Δm 
 

n tratarea câmpului magnetic în corpuri; 
 în mici corpuri magnetizate, iar acestea 

la râ

 4.6.3. Curentul electric amperian 
 

Deoarece un mic corp magnetizat poate fi înlocuit cu o buclă elementară de 
curent (fig. 4.23, a), fiecărei porţiuni elementare a unui corp finit magnetizat i se 

ΔAΔhMΔhΔAMMΔm )()(v ==Δ=                             (4.167) 
 

i se asociază bucla elementară de curent, de arie ΔA şi curent amperian elementar 
Δim, cu momentul buclei: 
 

ΔAΔmb imΔ= .                                              (4.168) 
 

e momentelor magnetice  Δm şi Δmb
 
Identificând expresiil  rezultă: 

ΔAΔAΔhM mi)( Δ= ,                                       (4.169) 
 

respectiv la limită: 
 

dhM=mdi .                                               (4.170) 
 

m mb=iAΓ  

i 

Δm M=  Δv 
M

Δmb=Δim ΔA 

a b 

Δh

ΔA ΔA

Fig. 4.23  
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 În regim staţionar, orice corp magnetizat poate fi înlocuit din punctul de 
edere al câmpului magnetic produs, cu o reparti

încât fiecărei prisme elemen
o buclă elementară al cărei curent amperian dim este dat de 
relaţia (4.170). 

Se consideră o

are,
 

v ţie fictivă de curent amperian, 
tare de înălţime dh i se asociază 

Γ 
SΓ 

 suprafaţă deschisă SΓ trasată în 
interiorul unui corp masiv magnetizat (fig. 4.24). Se 
fragmentează corpul masiv în prisme elementare ale căror 
muchii dh sunt tangente curbei Γ, iar fiecărei prisme îi 
corespunde curentul amperian elementar dim dat de relaţia 
 se obţine: (4.170). Prin integr

∫
Γ

adică, intensitatea cur
magnetizaţiei M în lun

Γ
Γ

==
S

mS roti dAJdAM ,                              (4.172) 

 

adică densitatea curentului amperian Jm e te egală cu rotorul magnetizaţiei M, 

gnetizate M = const. şi deci Jm = 0.  
Relaţia (4.173) este valabilă numai în domeniile în

funcţie continuă de punct. Fie Sd o suprafaţă de discontin
separă două domenii în care magnetizaţ ile M1 şi M2 sunt funcţii continue (fig. 

 sub 
orma unei pânze de curent amperian 

volum intervine rotorul superficial: 

=
Γ

dhMmSi ,                                             (4.171) 

 

entului amperian prin suprafaţa SΓ este egală cu circulaţia 
gul curbei Γ. Transformând integrala de linie într-o integrală 

de suprafaţă, se obţine: 
 

M 
dh 

n12 

Fig. 4.24  

M1 

M2

S

Jl M n 
Jlm 

b 
Fig. 4.25  

m 

d

a 

∫∫∫∫
ΓS

m

s
 

Jm = rot M.                                            (4.173) 
 

În corpurile omogen ma
 care magnetizaţia M este 
uitate a magnetizaţiei care 

 

i
4.25, a). În punctele situate pe suprafaţa Sd curenţii amperieni se repartizează
f şi în relaţia (4.173) în locul rotorului de 

 

( )rot MMnMJ 1212slm −×== .                              (4.174) 
 

La suprafaţa de separaţie a unui corp magnetizat, magnetizaţia în vidul din 
exteriorul acestuia fiind nulă (fig. 4.25, b), rezultă:  

 

nMJ ×=lm ,                                               (4.175) 
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unde n este versorul orientat din interiorul corpului spre exterior. 
 
 

. par. 4.6.2), câmpul unui mic 
corp magnetizat de moment magnetic m se 

: 

4.6.4. Câmpul magnetic al corpurilor magnetizate 
 

 În conformitate cu teorema de echivalenţă (v
calculează cu relaţia (4.156) în care 

mm =b
 

( ) 3v r4π
0 gradmB rμ

−= .                                        (4.176) 

ă
 

 

 Pentru un corp masiv magnetizat în care magnetizaţia este funcţie continuă 
de punct, inducţia magnetică elementară dBv stabilită de elementul de volum dv al 
c rui moment elementar este dm = M dv, se determină cu relaţia (4.176): 

( ) dv
r

grad
4

0
v

rMdB
π 3

μ
−=

 

.                                 (4.177) 

Prin integrare, se obţine: 
 

( ) dv
r

grad
4 3

v

0
v

rMB ∫∫∫π
μ

−= .                               (4.178) 

 
   

4.7. INDUCŢIA MAGNETICĂ Ş NTENSITATEA CÂMPULUI 
MAGNETIC ÎN CORPURI 

 

 Fie o bobină cu N spire, parcursă de curentul 
introdus un corp (fig. 4.26). Sub acţiunea câmpului ma
în bobină, corpul se magnetizează. Corpul magnetizat se substituie printr-un sistem 

tratată a lui 
sideră o curbă închisă Γ 

u
 

I I

i, în interiorul căreia este 
gnetic produs de curentul i 

de bucle de curent parcurse de curenţi amperieni. Deci problema câmpului poate fi 
 ca şi cum aceasta ar fi în vid. Ca urmare, se poate aplica teorem

Ampère. În acest sens, se con
care înlănţuie toate spirele bobinei şi se închide prin vid. 
Sensul de parcurgere al curbei Γ se asociază după regula 
burghiului drept cu sensul curentului în bobină. Dacă SΓ 
este o suprafaţă deschisă care se sprijină pe curba Γ, 
curentul total pe care îl înlănţuie curba  Γ este egal cu 
suma dintre solenaţia bobinei Ni şi intensitatea 
curentului amperian 

ΓmSi . Prin urmare, teorema lui 
b forma: Ampère (4.134) se scrie s

Γ
Γ

μ+μ=∫ mS00 iNidsB ,                                (4.179) 

etică în interiorul corpului. 

B 

J

 

unde B este inducţia magn

n

m 

A 

mi 

Fig. 4.26 

Γ 
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Înlocuind în relaţia (4.179) intensitatea curentului amperian cu expresia 
(4.171), se obţine : 
 

ΓmSi

∫∫
ΓΓ

00 μ+μ= dsMdsB Ni  ,                                  (4.180) 

 

respectiv, 
 

Ni
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

μ∫
Γ

dsMB .     

 

ectorială din paranteza de sub semnul integral se notează cu H şi se 
umeşte intensitatea câmpului magnetic în interiorul corpului: 

 

                                 (4.181) 

Mărimea v
n

MBH −
μ

=
0

,                

 

                            (4.182) 

 

Din (4.182) rezultă relaţia de legătură dintre inducţia magnetică B, intensitatea 
âmpului magnetic H şi magnetizaţia M: c

( )MHB = μ +0
 

 Mt este proporţională cu intensitatea 
câmpului magnetic H: 

 

B = μ0(H + Mt) 

 

1+ χm = μr                                              (4.185) 
 

se numeşte permea
Rezultă: 

B = μ μr H = μH,                                       (4.186) 

unde μ = μ μ  este permeabilitatea absolută a materialului. 

Magnetizaţia M este o mărime care caracterizează corpul şi dacă se 
presupune dată, ar rezulta că indu
printr-o relaţie liniară, B = μ0(

t numai H. Deoarece 

.                                         (4.182) 

 Un material magnetic este izotrop dacă sub acţiunea unui câmp magnetic 
având orice orientare în corp se magnetizează temporar în direcţia câmpului şi este 
liniar dacă local magnetizaţia temporară

Mt = χm⋅H,                                              (4.183) 
 

unde mărimea adimensională χm se numeşte susceptivitate magnetică. 
Dacă materialul este fără magnetizaţiei permanentă, Mp = 0, relaţia dintre B, 

H şi M (4.183) devine: 
 

= μ0H + μ0χmH = μ0(1 + χm)H,              (4.184) 
 

unde mărimea adimensională : 

bilitate relativă a materialului. 

 

0
 

0 r
Observaţii. 
a. 

cţia B nu este independentă deoarece se exprimă 
H+M), în funcţie de H şi M şi deci pentru 

caracterizarea câmpului magnetic în corpuri ar fi suficien
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pentru corpurile cu magnetizaţie temporară vectorul Mt este funcţie de H (4.183), 
relaţia (4.182) are forma: ( ) ( )[ ]HMHHB +μ= 0  şi deci pentru caracterizarea 
câmpului magnetic în corpuri sunt necesare două mărimi H şi B(H). 

b. Mărimile H şi B sunt mărimi derivate, iar din punctul de vedere al 
unităţilor de măsură sunt mărimi secundare. În sistemul de unităţi SI, unitatea lui H  
este amper pe metru (A/m) şi a lui B este tesla (T).  
 
 4.7.1. Teorema lui Ampère în corpuri 
 

 a. Forma integrală a teoremei lui Ampère în corpuri. Cu notaţia (4.182), 
relaţia (4.181) devine: 
 

Γ
θ==∫ SNidsH

Γ

                                               (4.187) 

 

nar în corpuri imobile: integrala curbilinie a intensităţii 
âmpului magnetic în lungul unei curbe închise Γ trasată integral în corpuri, î  

parte în corpuri şi în parte în vid, sau integral în
orice suprafaţă S . 

=rot dAJdAH ,                                    (4.188) 

rot H = J.                                              (4.189) 
 

Relaţia (4.189) constituie forma locală sau diferen
rotorul intensităţii câmpului magnetic într-un punct din conductorul parcurs de 

t electric este egal cu densitatea de volum a 
ur
n 

rma locală a teoremei lui Ampère 

ă puncte infinit apropiate de Sd în care 
intens

 Δs şi Δh. Prin suprafaţa SΓ 

şi constituie forma integrală a teoremei lui Ampère în corpuri, valabilă în regim 
staţionar şi cvasistaţio

n
 vid este egală cu solenaţia prin 

c

Γ
 

b. Forma locală a teoremei lui Ampère în corpuri. Dacă curentul i este 
repartizat cu densitatea de volum J, aplicând relaţiei (4.187) teorema lui Stokes se 
obţine: 

 

∫∫∫∫
ΓΓ SS

 

sau, 
 

ţială a teoremei lui Ampère: 

curen
c entului electric de conducţie, 

punctele din exteriorul conductoarelor Î
parcurse de curenţi electrici, în care 0=J , rot H 
= 0 şi deci H = - gradVm (vezi par.4.4.7). 

Relaţia (4.189) este valabilă numai în 
domeniile în care intensitatea câmpului magnetic 
este funcţie continuă de punct.  

c. Fo
pe suprafeţe de discontinuitate. Fie Sd o 
suprafaţă de discontinuitate a câmpului magnetic 

care separă domeniile 1 şi 2  şi fie dou

1 

2 
Sd

H1

u 

t 

H2

t 

n12

Δh 

Δs 

Fig. 4.27 

ităţile câmpului magnetic H1 şi H2 sunt diferite (fig. 4.27). Se consideră 
conturul Γ de formă dreptunghiulară cu laturile

Γ 

α1 

α2 

H2t 

H1t 
H1n 

H2n 
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solenaţia 
Γ

θS corespunde curentului electric de conducţie repartizat cu densitatea 
pânzei de curent Jl. Tensiunea magnetomotoare se calculează cu relaţia (4.187): 

  
sss l12 Δ=Δ−Δ tJHtH t ,                                     (4.190) 

 

unde t este versorul tangenţial la Sd, iar n este versorul normalei la suprafaţa SΓ. 
La limită, pentru Δh → 0, se obţine: 
 

H2t – H1t = Jl .                                          (4.191) 

Pe suprafaţa de discontinuitate a câmpului magnetic care separă două medii
tic 

 curentului electric de conducţie.  
Relaţia (4.191) reprezintă for

de discontinuitate. 

 

re densitatea  de curent este nulă, se conservă componentele 
tensităţii câmpului magnetic. 

 

 Câm

0 tabilit de 
cure tu

rcu

 

 
imobile, diferenţa componentelor tangenţiale ale intensităţilor câmpului magne
este egală cu densitatea de suprafaţă a

ma locală a teoremei lui Ampère pe suprafeţe 

Dacă Jl = 0, ecuaţia (4.191) devine: 
 

H1t = H2t.                                                      (4.192) 

Pe suprafaţa de discontinuitate a câmpului magnetic care separă două 
medii imobile pe ca

tangenţiale ale in

pul magnetic al unei bobine toroidale 
parcursă de curentul i. Se consideră torul de secţiune 
circulară de rază a, diametru median 2r0 şi permeabilitate 
μ, înfăşurat uniform cu N spire parcurse de curentul i 
(fig. 4.28). Dacă a << r , câmpul magnetic s

n l i este localizat exclusiv în interiorul torului şi se 
poate aproxima ca fiind uniform. Intensitatea câmpului 
magnetic în interiorul torului se calculează cu teorema 

lui de rază lui Ampère aplicată ce
2

rrr 21
0

+
= : 

 

∫
Γ

: 
 

= iNdsH .                                           (4.193) 

 

Deorece H şi ds sunt coliniari, rezultă

iNHr2 0 =π ϕ ,                                          (4.194) 
 

sau  
 

med

 
0 l

iN
r2
iN
=

πϕ ,                                      (4.195)

 

 este lungimea mediană a torului.  

 

H =

unde 0med r2l π=
 

  

r0 

r
2a 

1 

r2Γ 

Fig. 4.28 
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Câmpul magnetic al unui conductor cilindri

curentul de conducţie i repartizat uniform cu densitatea de curent  

c circular de rază a parcurs de 

2z a
i

π
= uJ .  

otive de s sunt cercuri concentrice cu axa 
lindr lui. Aplicând teorema lui Ampère pe un cerc Γi de rază ri < a (fig. 4.29), se 

obţine
         

Din m imetrie, liniile câmpului magnetic 
ci u

 : 

∫∫∫ = dAJdsH ,                                    ) 

 

sau, 
 

ΓΓ ii S

       (4.196

2
i2ii r

a
ir2H π

π
=π .                                        (4.197) 

Din relaţia (4.197) rezultă intensitatea câmpului 
magnetic în interiorul conductorului: 
 

 

i2i r
a2

i
π

= .                      (4.198) H

 
Γi J 

Pentru un cerc Γe de rază re > a (fig. 4.29), se obţine: 
 

iHr2 =π=∫ dsH ,      Γe 
ee

eΓ

         

 

sau, 
 

   (4.199) 

H 

r 

e
e r2π

4.

 

Prin urmare, intensitatea câmpu
proporţională cu distanţa ri la axă în interiorul 

ctorului, invers proporţională cu distanţa re în 
ă pe suprafaţa conductorului, 

iH = .                         ( 200) 

lui magnetic este Fig. 4.29  

condu
exteriorul acestuia şi este maxim
 

a2
iH ar π

== .                                           (4.201) 

luxului magnetic în corpuri. Considerăm un 
onductor filiform rectiliniu şi infinit lung parcurs de curentul electric i şi situat 

într-un mediu având permeabilitatea μ constant
Ampère pe un cerc de rază r cu centrul pe conductor şi ţinând seama de relaţia 
(4.186), rezultă: 

 
 4.7.2. Teorema fluxului magnetic în corpuri 
 

 a. Forma locală a teoremei f
c

ă (fig. 4.30). Aplicând teorema lui 
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iμ=∫
Γ

dsB ,                                           (4.202) 

 

sau, 
 

ir2BdsBdsB ttt μ=π== ∫∫
ΓΓ

.                                (4.203) 

 

Din relaţia (4.203) se obţine: 
 

,
r2

iBB t π
μ

==                                               (4.204) 

 

sau vectorial 
 

( ) ϕϕϕ =π
μ

= uuB rB
r2

i .                                 (4.205) 

 

Vectorul inducţie magnetică B este situat în plane transversale pe conductor, 
ul de rază r cu centrul pe conductor şi este orientat în sensul de rotire 

al burghiului drept care înaintează în sensul de referinţă 
al curentului i (fig. 4.30). La
electrostatic E a firului rectiliniu uniform încărcat cu 

tangent la cerc

 fel ca intensitatea câmpului 

sarcină electric , vectorul inducţie magnetică B este 
invers proporţional cu distanţa r până la fir. Spre 
deosebire de liniile de câmp ale lui E, care sunt radiale şi 
deschise, liniile lui B sunt circulare şi închise (v. par. 
4.4.3, a). 

Calculând divergenţa lui B, rezultă: 

ă

 

0
z

BB
r
1

r
B

r
B zrr =

∂
∂

+
ϕ∂

div
∂

++
∂
∂

= ϕB ,                           (4.206) 

 

Prin urmare, teorema fluxul magnetic în vid este valabilă şi în interiorul 
corpurilor, 
 

divB = 0 .                      

Deci, în fiecare punct din câmp, divergen a inducţiei magnetice este identic nulă.  
 D

ltă că inducţia magnetică în corpuri este rotorul unui vector A numit 
otenţial magnetic vector,  

 

B = rotA .                                              (4.208)
 

                                 (4.207) 
 

ţ
eoarece divergenţa rotorului unui vector este identic nulă, din ecuaţia 

(4.207) rezu
p

 

 Ţinând seama de relaţia (4.208) şi utilizând teorema lui Stokes, fluxul 
magnetic printr-o suprafaţă deschisă SΓ care se sprijină pe curba închisă Γ se poate 
exprima prin relaţia: 
 

i 
BB

Γ 

t 

Bn 

Fig. 4.30 

r 
uϕ 
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∫∫ ∫∫ ∫== dArotdA dlAnA .                   (4.209) 
Γ Γ ΓS S

 

b. Forma integrală a teoremei fluxului magnetic în corpuri. Pentru 
domeniile de variaţie

Γ
=ΦS nB

 spaţială continuă a mărimilor, ţinând seama de teorema 
ivergenţei, se obţine: 

 

         

d

0dA =∫∫
Σ

Fluxul magnetic printr-o suprafaţă închisă Σ trasată integral în corp, parţial în 
corp şi parţial în vid, sa

nB .                                                   (4.210) 

 

u integral în vid este nul. 
Din teorema fluxului magnetic în corpuri rezultă concluziile prezentate la 

paragraful 4.4.6.  
Relaţia (4.126) este valabilă numai în domeniile în care inducţia magnetică 

 

 
este funcţie continuă de punct. 
 

c. Forma locală a teoremei fluxului magnetic pe suprafeţe de 
discontinuitate. Fie S  o suprafaţă de discontinuitate a inducţiei magnetice, care d
separă domeniile 1 şi 2 în care inducţiile magnetice BB1 şi B2B e 

e 
 versorii feţelor cilindrului orientaţ

 sunt funcţii continu
de punct (fig. 4.31). Se consideră cilindrul elementar a cărui generatoare hΔ  est

ormală pe S  şi fie n  şi  nd 1 2
acestuia spre exterior. La  limită, 0h →Δ , 
fluxul elementar corespunde numai celor 
două feţe de arii A

i din interiorul 

Δ  şi relaţia (4.210) devine: 
 

(B

n

B1n1 + B2B n2) AΔ = 0,          (4.211)  
 

respectiv, 
 

                   

B1n 

Deci, pe 
nducţiei m pon

 ia (4.212) se poate scrie 
 

μ1H
 

unde μ şi μ  sunt permeabilităţile cel

 
 

  Din relaţiile (4.192) şi (4.2

= B2n .                  (4.212) 
 

suprafeţe de discontinuitate a 
agnetice, com entele ei normale i

sunt egale (se conservă).  
În cazul mediilor liniare relaţ şi sub forma: 

1n = μ2H2n ,                                            (4.213) 

1 2 or două domenii separate de suprafaţa Sd.   
 
 4.7.3. Teorema refracţiei liniilor de câmp magnetic 

13) se obţine: 
 

t2t1

n22n11 HH
HH

μ
=

μ .                                         (4.214) 

 

 
 

1 Sd
B1

n1

B1n

2 

B2B
BB2n

n2

ΔA 
Δh 

Fig. 4.31 
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n1

t1
1 H

Htg =α  şi 
n2

t2
2 H

Htg =αDeoarece  , relaţia (4.2

 

14) devine: 

2

1

2

1

tg
tg
α
α

=
μ
μ                                              (4.215) 

şi reprezintă teorema refracţiei liniilor de câmp magnetic: la trecerea dintr-un 
ediu   cu   permeabilitatea  μ1   într-un  mediu  cu   permeabilitatea  μ2,  raportul 

tangentelor unghiurilor de incidenţă α1 şi de 
permeabilităţilor. 

 Se consideră o spiră conductoare filiformă şi nedeformabilă, de contur Γ 
parcursă de curent continuu sau cvasistaţ nar i, situată în mediu omogen, izotrop 
şi liniar de permeabilitate co portul pozitiv dintre fluxul 

agnetic
Γ

 

m
refracţie α2 este egal cu raportul 

 
 

4.8. INDUCTIVITĂŢI  
 

 4.8.1. Inductivitatea proprie 
 

io
nstantă μ (fig. 4.32). Ra

 ΦSm  prin orice suprafaţă 
deschisă SΓ care se sprijină pe conturul 

te sau

interior Γ al spirei şi curentul i, este 
independent de fluxul magnetic şi de 
intensitatea curentului şi se numeşte 
inductivita  inductanţă proprie L, 
 

0
i

L S
d

>
Φ

= Γ .         (4.216) 
 

 Inducţia magnetică într-un punct 
situat pe suprafaţa SΓ se calculează cu 
elaţia Biot – Savart – Laplace (4.35), 

 
r

∫
Γ

×
π
μ

= 3r
 

4
i rdsB                                             (4.217) 

şi fluxul magnetic 
Γ

ΦS prin suprafaţa desc
 

hisă SΓ are expresia: 

∫
Γ

∫∫∫∫
×

π
μ

==Φ
ΓΓ

Γ
SS

S 4
idA rdsnnB

ţia de definiţie a 

Γ
ΦS  

B 

i 

3r
dA .                          (4.218) 

 

        Înlocuind expresia fluxului magnetic (4.218) în rela
inductivităţii proprii a spirei (4.216), se obţine: 
 

n 
SΓ 

dA 

Γ 

Fig. 4.32   

ds

r 
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∫∫ ∫
Γ

Γ

Γ

×
π
μ

=
Φ

=
S

3
S

r
dA

4i
L rdsn .                               (4.219) 

 

 Din relaţia (4.219) rezultă că inductivitatea proprie a spirei este 
independentă de fluxul magnetic 

Γ
ΦS şi de curentul i şi  depinde de forma şi 

dimensiunile spirei, respectiv de permeabilitatea μ. 
 În cazul unei bobine cu N spire, suprafaţa care in
magnetic  este în general o suprafaţă elicoidală. Astfel, în figura 4.33, a este 

haşurată ţa limitată de un contur în formă de elice şi care formează o bobină 
cu trei spire. Diferitele linii ale câmpului magnetic străbat această suprafaţă de mai 
multe ori: liniile 4, 5, 6, 7 şi 8 de trei ori, iar linia 3 de două ori. Calculul fluxului 
magnetic printr-o astfel de suprafaţă este dificil. Dacă   însă   spirele  bobinei aderă 
strâns una de alta, se poate utiliza o reprezentare simplificată. Astfel, se poate 

tervine în calculul fluxului 
Γ

ΦS

 suprafa

considera că fiecare spiră a bobinei este închisă (fig. 4.33, b). În acest caz, 
suprafaţa complexă SΓ poate fi împărţită în mai multe suprafeţe simple şi anume 
suprafeţele S1, S2 şi S3 limitate fiecare în parte de câte o spiră a bobinei şi suprafaţa 
S0 limitată de conturul format de circuitul sursei de alimentare, de conductoarele de 
alimentare şi de porţiunile de conductoare care leagă diferitele spire ale bobinei. 
Fluxul magnetic 

Γ
Φ Sf  referitor la o suprafaţă deschisă care se sprijină numai pe o 

spiră a bobinei se numeşte flux magnetic fascicular. Fluxul magnetic 
Γ

ΦS care 
străbate întreaga suprafaţă 3210 SSSSS ∪∪∪=Γ  limitată de conturul întregului 
circuit se numeşte flux magnetic total şi este egal cu suma dintre fluxul magnetic 
Φ0 care străbate suprafaţa S0 limitată de circuitul de alimentare şi fluxurile 

fasciculare 
1SfΦ , 

2SfΦ , 
3SfΦ care străbat suprafeţele limitate de 

contururile celor trei spire ale bobinei: 
 

321 SfSfSf0S Φ+Φ+Φ+Φ=Φ
Γ

 .                      (4.220) 
 

Dacă dimensiunile secţiunii transversale ale conductorului bobinei 
sunt mult m ic ât etrul bobinei şi spirele sunt dispuse 
e liniile inducţiei magnetice se închid pr

ai m i dec  diam
s t in toate spirele bobinei (fig. 
4.34) şi în plus se neglijează fluxul Φ0, se poate înlocui fluxul magnetic total 
trâns încât toa

Γ
ΦS  

1 876 5 4 

S

S 

S 

S 

3 9

2 

i 1 8 7 654

S0 

3 9 

2

i

S2 

S1 

S3 

i i
ba 

Fig. 4.33

Fig. 4.34 
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prin produsul dintre numărul de spire şi fluxul magnetic fascicular 
Γ

Φ Sf referitor la 
o spiră, 
 

ΓΓ
Φ=Φ SfS N .                                         (2.221) 

 

Fluxul magnetic fascicular 
Γ

Φ
Sf

 este stabilit de induc agnetică ţia m
 

∫
Γ

×
π

μ
= 3

iN dsB

i din expresia fluxului magnetic prin bobină, 
 

r                                        (4.222) 
r4

 

ş

∫∫∫∫∫
Γ

×dA rdsn                  (4.223) 
π

μ
==Φ=Φ

Γ
Γ 3

S

2

S
f r4

iNNN
S

dAB

e obţine inductivitatea proprie a bobinei: 
 

Γ
 

s

∫∫∫
Γ

×
π

μ
=

Γ
  

3
S

2

r
dA

4
NL rdsn .                                   (4.224) 

Inductivitatea proprie definită cu ajutorul fluxul ă 
exclusiv la domenii din exteriorul conductoarelor fil
această definiţie nu poate fi utilizată deoarece nu es
urb i prin care să se calculeze fluxul magnetic. Fluxul magnetic prin orice 

rată în figura, limitată de conturul interior Γ2 
al spirei, iar Φi este f
trec prin corpul conductor. Conductorul formând o singură 

spiră, fiecare linie a 
conductorul, prin urmare
 

 ui magnetic se refer
iforme. În medii conductoare, 
te posibilă alegerea univocă a 

c e
suprafaţă deschisă care se sprijină pe conturul exterior al 
spirei parcurse de curentul i (fig. 4.35), este egal cu suma a 
două fluxuri: 

 

Φ = Φe + Φi,                            (4.225) 
 

unde Φe este fluxul magnetic exterior care străbate 
suprafaţa haşu

luxul magnetic interior ale cărui linii 

fluxului magnetic exterior îmbrăţişează o singură dată 
, 

∫∫∫∫∫
Γ

===
ΓΓ 222

2 21
S

221
S

22e dAdA dsAnrotAnB ,             (4.226) 

 

nde A

Φ=Φ
ΓS

agnetic vector într-un punct situat pe conturul Γ2 şi are 
următoarea expresie: 
 

u 1 este potenţialul m

∫
Γπ

μ
=

i 1dsA .                                             (4.227) 

 
1

r41

Φex 

Γ1 
Γ2 

r 
ds1 

ds2 

Fig. 4.35    
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Înlocuind relaţia (4.227) în expresia fluxului m
definiţia (4.216) se obţine expresia inductivităţi
 

agnetic (4.226) şi ţinând seama de 
i proprii exterioare Le: 

∫ ∫
Γ Γπ

μ
=

Φ
=

1 2
r4i

L 21e
e

dsds .                                  (4.228) 

 

Pentru o bobină cu N spire, se obţine: 
 

∫ ∫
Γ Γπ

μ
=

1 2
r

NL 21
2 dsds .                                      (4.229) 

 

 Inductivitatea proprie interioară Li care core
interiorul conductorului se defineşte cu ajutorul en
şi inductivitatea proprie a spirei este L = Le + Li. 

4e

spunde câmpului magnetic din 
ergiei magnetice (v. par. 5.3.4) 

 În SI unitatea de inductivitate este numită henry (H) şi este inductivitatea 
bobinei prin care curentul de un amper stabileşte fluxul magnetic de un weber.  
 

a. Inductivitatea proprie a bobinei toroidale de secţiune circulară. Utilizând 
relaţia (4.195) se obţine inducţia magnetică în interiorul torului: 

 

medl
iNB μ=                                             (4.230)  

  

şi fluxul magnetic fascicular prin secţiunea A = π 2

 
a  a torului, 

2

medS
f l

 

aiNB πμ===Φ ∫∫ dAB .                          (4.231) 

Inductivitatea proprie a bobinei se determină cu relaţia (4.216):
 

A

 

A
lllii memedmed

NANaNNL
d

2
2

2
2f

μ

=μ=
π

μ=
Φ

=
Φ

= .               (4.232) 

 

 Utilizând relaţia (4.61) se obţine o expresie similară pen
proprie a unei bobine cilindrice foarte lungi,  
 

tru inductivitatea 

A

NANL
2

2 =μ=
l

,                                     (4.233) 

μ
l

 

unde  este lungimea bobinei, iar A – aria secţiunii t
 

b. Inductivitatea proprie a bobinei toroidale de secţiune dreptunghiulară. Se 
ă 

n ilitatea magnetică 
consta

ransversale. l

consideră o bobină cu N spire înfăşurată pe un inel care are secţiunea transversal
reptu ghiulară şi este confecţionat dintr-un material cu permeabd

ntă. Raza interioară a inelului este a, iar raza exterioară b. Înălţimea inelului 
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este h (fig. 4.36). Aplicând cercului de rază r teorema lui Ampère, se obţine 
inducţia magnetică în interiorul torului: 
 

 
r2
iNB

π
μ

= .                      (4.234) 

  

entru a calcula fluxul fascicP ular Φf prin 
secţiunea torului, aceas
elemente de suprafaţă 
foarte înguste, paralele cu axa de simetrie a 

ta se descompune în 
de forma unor fâşii 

torului, a căror arie este (fig. 4.36): 
 

drhdA = ,                                         (4.235) 
 

astfel încât: 
 

a
bhiNr μ ln

2r
d

2
hiN b

aS π
=

π
μ

==Φ ∫∫∫ dAB  .                 (4.236) 

 

Inductivitatea proprie a bobinei, conform definiţiei este: 
 

f

a
ln

2i
L

π
 

bhNN 2μ
=

Φ
= .                                   (4.237) 

 c. Inductivitatea proprie a unei linii bifilare. Se consideră o linie bifilară 
constituită din două fire cilindrice circulare de raze a şi
paralel la distanţa d (distanta dintre axele de simetrie ale conductoarelor) într-un 

Inducţiile magnetice stabilite de curenţii din cele două conductoare, într-un 
punct situat între cele două conductoare la distanţa r de conductorul din stânga, 
sunt (4.41): 

 

f

 lungime l  >> a, dispuse 

mediu având permeabilitatea μ (fig. 4.37). Presupunând linia dintr-un material 
neferomagnetic şi a << d, se va putea neglija fluxul magnetic din interiorul 
conductoarelor. 

r dr 

h 

z 

r 

2a 
2b 

Fig. 4.36  

dA S 

l

i 
i 

r dr 2a 
d 

Fig. 4.37 
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; ( )rd2
iB2 −π

μ
=

r2
iB1 π

μ
= ,                                  (4.238) 

 

unde B1 este inducţia produsă de curentul din conductorul din stânga, iar B2 este 
inducţia produsă de conductorul din dreapta. Inducţia rezultantă în punctul 
considerat va fi : 
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

π
μ

=
−π

μ
+

π
μ

=+=
rd

1
r
1

2
i

rd2
i

r2
iBBB 21 .                  (4.239) 

 

Fluxul magnetic prin suprafaţa S dintre conductoare, pe o porţiune de linie de 
lungime , este: 
 

 l

( ) =−−
π

μ
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

π
μ

==Φ −
∫∫∫
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a
aS

rdlnrln
2
idr
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1

r
1

2
i lldAB    

 

−ad

aa π
dlniadlni

ad
aln

a
adln

2
i

rd
rln

2

ad

a

μ
≅

−
π
μ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
π

μ
==

−π
=

−
lll .  (4.240) 

 

Utilizând relaţia de definiţie (4.216) se determină inductivitatea proprie a 

ilμ

liniei bifilare: 
 

a
dln

i
L

π
μ

=
Φ

=
l ,                                        (4.241) 
 

iar inductivitatea pe unitatea de lungime va fi: 
 

a
dlnLLs π

μ
==

l
.                                        (4.242) 

 
 4.8.2. Inductivitatea mutuală  
   

 Se consideră două bobine  având spirele filiforme, nedeformabile, menţinute 
în aceeaşi poziţie relativă într-un mediu cu 
permeabilitatea μ constantă (fig. 4.38). Pre
că numai bobina (1) este parcursă de curent, având 

produs de bobina (1) înlănţuie şi spirele bobinei (2); 
această parte se numeşte flux magnetic fascicular 
util. Partea care se 
înlănţuie bobina (2) se numeşte flux de dispersie sau 

. Notând cu Φf11 fluxul fascicular 
propriu al bobinei (1), cu Φf21 fluxul fascicular 
produs de bobina (
cu Φfd21 fluxul fascicular de dispersie al bobinei (1) 

supunem 

i1 

Φfd21 

    Φf11 

678 
intensitatea i1. În general, numai o parte din liniile 
de câmp ale fluxului magnetic fascicular propriu 

2

1 
Φf21 

Fig. 4.38   

închide direct prin aer şi care nu 

flux de scăpări

1) printr-o spiră a bobinei (2) şi 
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fa  bobina (2), rezultă: ţă de
 

21fd21f11f Φ+Φ=Φ .                                      (4.243) 
 

inele (1) şi (2) sunt cuplate magnetic. 
 (2) este parcursă de curent, având intensitatea i

Dacă Φf21 ≠ 0, se spune că bob
Dacă se consideră că bobina
rezultă: 
 

2, 

12fd12f22f Φ+Φ=Φ

unde: Φf22 este fluxul fascicu
produs de bobina (2) printr-o
dispersie al bobinei (2) faţă de 
 Raportul L21 dintre fluxu
care parcurge bobina (1) şi cu
Φ12 prin bobina (1) stabilit de c
independent de fluxurile mag
nductivitate sau inductanţă mu ,  

,                                      (4.244) 
 

lar propriu al bobinei (2); Φf12 - fluxul fascicular 
 spiră a bobinei (1); Φfd12 - fluxul fascicular de 
bobina (1). 
l magnetic Φ21 prin bobina (2) stabilit de curentul i1 

rentul i1, egal cu raportul L12 dintre fluxul magnetic 
urentul i2 care parcurge bobina (2) şi curentul i2 este 
netice şi de intensităţile curenţilor şi se numeşte 
tuală între cele două bobinei

 

.
ii 0i2

12
0i1

21
==

LL 1221
d

==
Φ

=                                 (4.245) 

   Inductivitatea mutuală se mai notează şi cu 

Φ

12
 

1221 LLM ==  şi poate fi 
pozitivă,  sau negativă, 0M > 0M < , după cum sensurile de referinţă ale 
contururilor bobinelor (1) şi (2) sunt asociate după regula burghiului drept în 
acelaşi sens sau în sens opus. 
 Pentru calculul inductivităţii mutuale se consideră numai câte o spiră din 
fiecare bobină (fig. 4.39,a). Fluxul magnetic fascicular Φf21 prin bobina (2) stabilit 
de curentul i1 prin bobina (1) are expresia: 
 

Fig. 4.39 

Φfd21 
Γ

Φf21 

a 

i1 
Γ1 

r 

2 

Φf11 

ds2 

ds1 

Φfd12 

Φf12 

i2 

Γ1 

Γ2 

ds2 

ds1 

r 

Φf22 

b 
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∫∫∫∫∫
Γ

===Φ
ΓΓ 222

21 21
S

221
S

221f dArotdA dsAnAnB ,                  (4.246) 

 

unde A1 este potenţialul magnetic vector într-un punct situat pe conturul Γ2 şi are 
următoarea expresie: 
 

∫
Γπ

μ
=

1
r4

iN 111
1

dsA .                                       (4.247) 

 

Înlocuind relaţia (4.247) în expresia fluxului magnetic fascicular (4.246) se obţine 
fluxul magnetic total:  
 

∫ ∫
Γ Γπ

μ
=Φ=Φ

1 2
21 r4

iNNN 21121
f221

dsds                         (4.248) 

 

şi ţinând seama de definiţia (4.216) rezultă expresia inductivităţii mutuale L21: 
 

μ
= ∫ ∫

Γ Γπ
Φ

=
1 2

r4i
L

1
21 49) 

 

Dacă se consideră că bobina (2) este parcursă de curentul i

NN 212121 dsds .                          (4.2

2 (fig. 4.39, b) se obţine 
expresia L12 identică cu L21: 
 

∫ ∫
Γ Γπ

μ
===

r4
NNMLL 2121

2112
dsds .                     (4.250) 

 
1 2

aţia (4.250) constituie formula lui Neumann pentru ind
 Dacă liniile de câmp ale inducţiei magnetice B1 stabi 1

înlănţuie spirele bobinei Γ2 în sensul de înaintare al burghiului drept care roteşte în 

uctivităţi mutuale.   
lită de curentul i  

 Rel

Γ1 Γ Γ2 1 Γ2 

a b 
M > 0 

* * i1 i2 * * i1 i2 

M < 0 

c d 

Fig. 4.40  
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sensul de referinţă al lui Γ2 (fig. 4.40, a), fluxul Φ21 este pozitiv şi deci 
inductivitatea mutuală este pozitivă, M > 0, iar în caz contrar (fig. 4.40, b) 
nductivitatea mutuală este negativă, M < 0. Pentru a reprezenta modul în care se 

introduce semnul inductivităţii mutuale, se indică cu steluţe b
celor două bobine, cu următoarea convenţie: dacă sensurile de referinţă ale 

 ăţii proprii, 
henry (H). 
  

şi coaxiale. 
Se consider şi a2, situate la 
distanţ bate spira de rază 
a1. Potenţ  într-un punct P situat pe spira 
de rază a2

 

i
ornele polarizate ale 

curenţilor i1 şi i2 sunt identice faţă de bornele polarizate (fig. 4.40, c), inductivitatea 
,mutuală este pozitivă, iar dacă sensurile curenţilor sunt diferite (fig. 4.40, d)  

inductivitatea mutuală este negativă.  
În SI unitatea de inductivitate mutuală este aceeaşi cu a inductivit

a. Inductivitatea mutuală dintre două spire circulare, paralele 
ă două spire circulare paralele şi coaxiale de raze a1 

a h una faţă de cealaltă (fig. 4.41). Fie i1 curentul care stră
ialul magnetic vector stabilit de curentul i1
 se calculează cu relaţia (4.88): 

β
μ

= ϕ sin
r4

ai
2

2
110

1 uA .                        (4.251) 

 

Fluxul magnetic care străbate spira de rază a2 are expresia: 
 

ϕβ
μ

==Φ ϕ

π

ϕ
Γ

∫∫ dasin
r4
ai

2

2

0
2

2
110

2121
2

uudsA .                        (4.252) 

 

Deoarece 
r

asin 2=β , relaţia (4.251) devine: 
 

( )2
3

2
1

2

2
2

2
110

3

2
2

2
110

2

0
3

2
2

2
110

2121

ah2

aai
r2

aaid
r4

aai

2 +

πμ
=

πμ
=ϕ

μ
==Φ ∫∫

π

Γ

dsA .           (4.253) 

 

Utilizând relaţia de definiţie (4.245) se 
determină inductivitatea mutuală dintre cele 
două spire: 

z 

P 
 

( )21
1 ah2 +

 

În cazul a două bobine coaxiale cu N

3
22

21021

i
M == .        (4.254) 

22 aaπμΦ

1 şi N2 
spire, fluxul fascicular prin bobina Γ2 stabilit 
de curentul i1 prin bobina Γ1 are expresia: 
 

( )2
3

2
1

2
21f

ah2 +

2
2

2
1110 aaiNπμ

=Φ ,          (4.255) 

 

i1

Fig. 4. 41 

Γ2

x 

h 

a1

ds2  

a2

r β 

O 
Γ1
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iar inductivitatea mutuală va fi:  
 

( )2
3

2
1

2

2
2

2
1210

1

212

ah2

aaNN
i

NM
+

πμ
=

Φ
= .   

. Relaţiil uctivităţi 

Se consideră două bobine cuplate magnetic având spirele filiforme, 
nedeformabile, menţinute în aceeaşi poziţie relativă într-un mediu cu 
permeabilitatea μ constantă (fig. 4.39). Dacă i1 ≠ 0 şi i2 = 0 (fig. 4.39, a), fluxurile 
magnetice prin bobina (1) şi prin bobina (2) produse de curentul i  sunt: 

;  

                         (4.256) 

 
 4.8.3 e lui Maxwell pentru ind

 

 

1
 

=Φ=Φ 11111f111 iLN 12121f221 iLN =Φ=Φ .                    (4.257) 

Dacă i1 = 0 şi i2 ≠ 0 (fig. 4.39, b), fluxurile magnetice prin cele dou
produse de curentul i2 sunt: 
 

 

ă bobine 

; 21212f112 iLN =Φ=Φ 22222f222 iLN =Φ=Φ .                 (4.258) 

două bobine se obţin aplicând 
rincipiul superpoziţiei: 

 

;   LiL

 

Dacă i1 ≠ 0 şi i2≠ 0, fluxurile totale prin cele 
p

21211112111 iLiL +=Φ+Φ=Φ 2iΦ 2212122212 = Φ +Φ = + ,       (4.259) 
 

unde: L  este inductivitatea proprie a bobinei (1); L22 este inductivitatea proprie a 
ductivitatea mutuală. 

istemul de ecuaţii (4.259) se poate scrie sub formă matriceală: 
 

11
bobinei (2); L12 = L21 = M este in
S

[ ] [ ][ ]iL=Φ ,               
 

unde: 
 

 
⎣

=
21L

L  ⎢=
1i .                      (4.261) 

Dacă determinantul matricei [L] este
 

                             (4.260) 

⎥
⎤

⎢
⎡ 1211 LL

; ⎤⎡i
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ
Φ

=Φ
2

1 ; [ ]
⎦22L ⎦⎣ 2i

 

 nul,  

[ ] ⎥

[ ] 0
LL
LL

2221

1211 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ,                                       (4.262) 

 

agnetic.  

L

bobinele se numesc perfect cuplate m
Din relaţia (4.262) rezultă că bobinele sunt perfect cuplate magnetic dacă: 
 

L 21122211L 0LL− = ,                                   

sau 
 

 (4.263) 
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2211
2

21                        (4.264) 12 LLMLL == .          
 

Prin urmare, cele două bobine sunt perfect cuplate magnetic dacă: 
 

2211LLM = .                                        (4.265) 

 În general, nu toate liniile de c  ale uneia dintre bobine înlă
 

âmp nţuie spirele 
celei de a doua bobine şi relaţia (4.265) devine: 
 

2211               
 

LLKM = ,                       (4.266) 

≤ 1  se numeşte coeficient de cuplaj mag
Pentru un sistem format din de n circuite cuplate, rela

=

+++++++==Φ=Φ ∑∑
==

.n,...,2,1j

;iL...iL...iL...iLiLiL njnkjkjjj22j11j

n

1k
kjk

n

1k
jkj

 

nt nenuli, sistemul de ecuaţii (4.267) se 

 

netic.  
ţiile (4.259) devin: 

unde K 
 
 

⎧

⎪⎩

⎪
⎨  (4.267) 

Dacă minorii principali ai matricei [L] su
poate scrie şi sub forma: 

Γ ΦΓ+Φ + + Γ Φ + + Γ Φ ΦΓ++

⎩
⎨
⎧

=

=

,n,...,2,1j
......i jkjjj22j11jj ;... njnk             (4.268) 

 

unde, 
 

jk
0j

j
jj

k

i

≠
=ΦΦ

=Γ           

 

este inductivitatea reciprocă proprie a bobinei j, iar 
 

                                     (4.269) 

jk
0k

≠
=Φjjk

0k j
≠
=Φ ΦΦ

               (4.270) 

 

ste in

 
4.8.4. Inductivităţi utile şi de dispersie 

i (1) 
aţă de bobina (2): 

 

k
kj

j
jk

ii
=Γ==Γ                    

e ductivitatea reciprocă mutuală între bobinele j şi k. 
Relaţiile (4.267) şi (4.268) dintre fluxuri şi curenţi constituie relaţiile lui 

axwell pentru inductivităţi. M

 
 

 Din relaţia (4.243) rezultă fluxul fascicular de dispersie Φfd21 al bobine
f

21f11f21fd Φ−Φ=Φ .                                      
 

 (4.271) 



 180 

Corespunzător fluxului de dispersie se defineşte inductivitatea de dispersie a 
bobinei (1) faţă de bobina (2): 
 

.
i

N
i

L
1

21fd
1

1

21d
d

21d
Φ

=
Φ

=                                     (4.272) 

 

Înlocuind (4.271) în (4.272) se obţine: 
 

1
1 i

21f

1

11f
121d N

i
NL

Φ
−

Φ
= ,                                 (4.273) 

 

sau 
 

21
2

1 LNLL −= 1121d N
,                                    (4.274) 

unde s-a ţinut seama de relaţiile (4.216) şi (4.245): 
 

 

11 ii
 

 Similar se defineşte indu

21f2
d

21
11f1

d

11

N
L;NL

Φ
=

Φ
= .                              (4.275) 

ctivitatea de dispersie a bobinei (2) faţă de bobina 
): (1

 

12
2

2212d L
N
NLL −= .                                   (4.276) 

1
 

 În general, 12d21d LL ≠ . 
 Se defineşte inductivitatea utilă a bobinei (1) faţă de bobina (2):  

 

0L
N
NL 21

2

1
21u >=                                       (4.277) 

 

şi analog inductivitatea utilă a bobinei (2) faţă de bobina (1): 
 

0L
N
NL 12u = 12

1

2 > .                                     (4.278) 

 

 Prin urmare relaţiile (4.274) şi (4.276) se pot scrie sub forma: 
 

12u12d2221u21d11 LLL;LLL +=+= .                      (4.279) 
 

 Pentru caracterizarea gradului de cuplaj a două bobine se definesc 
urmăritorii coeficienţi:  
• Coeficientul de cuplaj magnetic K (4.266): 

 

1211

d M
LL

K = .                                        (4.280) 
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Pentru bobinele necuplate magnetic M = 0 şi K = 0, i
cuplate magnetic 

ar pentru bobinele perfect 
2211LLM =  şi K = 1; prin urmare, 0 ≤ K ≤ 1. 

C• oeficientul de dispersie magnetică σ, definit de relaţia: 
 

2211LL

2
2211

2211

2
2 MLL

LL
M1K1 −

=−=−=σ .                    (4.281) 

 

La dispersie magnetică maximă (bobine necuplate) K=0, σ = 1 şi la dispersie nulă 
plate magnetic) K=1, σ = 0; prin urmare, 0 ≤ σ ≤ 1. 

 

4.9. RELAŢIILE FUNDAMENTALE

AŢIONAR 
 

Câmpul magnetic determinat de conductoarele parcurse de curent continuu 
apar mărimile 

e sta
• relaţia dependenţei dintre inducţie, intensitate şi magnetiz
(4.182), 

B = μ0 (H + M),                                            (4.282) 
 

 

B = μH        
 

pentru medii liniare, izotrope şi omogene, fă ă magnetizaţie permanentă; 

(bobine perfect cu
 

 ALE CÂMPULUI 

       MAGNETIC STAŢIONAR ŞI CVASIST

se numeşte câmp magnetic staţionar. Relaţiile fundamentale în care 
re magnetică ale câmpului magnetic staţionar sunt date de: d

aţie în câmp magnetic 

 

respectiv (4.186), 

                                         (4.283) 

r
• teorema lui Ampère, sub formă integrală (4.187), respectiv locală (4.189): 
 

Γ∫ θ=dsH ,  JH =rot ;                 S
Γ

                 (4.284) 

 teorema fluxului magnetic sub formă integrală (4.210), respectiv locală (4.207), 
 

•

0dA =∫∫
Σ

nB , 0div =B ;            

B = rotA .                                             (4.286) 
 

unde A este potenţialul magnetic vector.  
Re de stare 

sunt var neglija 
contribu

                     (4.285) 
 

• consecinţă a teoremei fluxului magnetic (4.208), 
 

gimul câmpului magnetic în care mediile sunt imobile şi mărimile 
iabile în timp, dar variaţia este relativ lentă, astfel încât se poate 
ţia curenţilor de deplasare (v. par. 6.1) la producerea câmpului magnetic în 
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comparaţie cu contribuţia curenţilor de conducţie şi corpurilor cu magnetizaţie 
permanentă, se numeşte regim cvasistaţionar de tip magnetic. În cazul general, 
regim

ariaţie în timp a 

gnetice corespunzătoare să fie mare în comparaţie cu dimensiunile 
 Pentru corpurile con

ar trebui să devină de aprox
ceteze de a mai fi valabilă, în timp ce frecvenţele cele mai înalte 

tilizate sunt de numai 1012 Hz. Din acest m
se găsesc întotdeauna în regim cva

amentale 
le ale 

âmpului magnetic staţionar (4.282 4.286).
 
4.9.1. Ecuaţiile Poisson şi Laplace pentru potenţialul magnetic vector 

nducţia magnetică fiind un câmp solenoidal, potenţialul magnetic vector 
este funcţia vectorială A ataşată câmpului so noidal d

 

rot A = B.                                                (4.287)

elaţia (4.287) determină numai com
potenţialului vector A. Impunem vect
câmpul vector  scrie: 

 

 μH.                                        (4.292) 
 

ul cvasistaţionar se interpretează în sensul posibilităţii de a neglija fenomenul 
de producere a undelor electromagnetice. Se poate arăta că aproximaţia regimului 
cvasistaţionar este valabilă în cazurile în care frecvenţa de v
mărimilor este suficient de mică pentru ca lungimea de undă a undelor 
electroma
corpurilor. ductoare masive frecvenţa de variaţie a mărimilor 

imativ 1016 Hz, pentru ca restricţia regimului 
cvasistaţionar să în
u otiv, conductoarele sunt considerate că 

sistaţionar.  Regimul staţionar este un caz 
particular al regimului cvasistaţionar al câmpului magnetic. Relaţiile fund
ale câmpului magnetic cvasistaţionar au aceeaşi formă cu relaţiile fundamenta

–   c

 

I
le efinită prin relaţia (4.286): 

 
 

R ponenta solenoidală (rotaţională) As a 
orului A condiţia div A = 0, adică considerăm 

ului A lipsit de surse. Într-adevăr, dacă div A ≠ 0 se poate

A = Ap + As,                                              (4.288) 
 

unde Ap este componenta potenţială, iar As este componenta solenoidală. 
Prin urmare, rot A = rot As (rot Ap = 0) şi div A = div Ap (div As = 0). Rezultă: 
 

B = rot A = rot As,                                        (4.289) 
 

adică existenţa componentei Ap nu modifică mărimea B şi se poate lua Ap = 0. 
Relaţia 

 

div A = 0                                                (4.290) 
 

se aplică în regimurile staţionar şi cvasistaţionar în medii imobile şi constituie 
condiţia de etalonare Coulomb a potenţialului vector A. 

În medii liniare şi izotrope lipsite de magnetizaţie permanentă, relaţia 
dependenţei dintre inducţie, intensitate şi magnetizaţie devine (4.283): 

 

B = μH                                                  (4.291) 
 

şi, prin urmare, ecuaţia (4.287) se poate scrie sub forma: 
 

rot rot A = rot
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În caz e: 
 

(4.284) şi de condiţia de etalonare C
astfel:

 

proporţională cu densitatea cure

eterm ţia ecuaţiei Poisson pentru potenţialul electric V 
(2.242): 

ul mediilor omogene, permeabilitatea fiind constantă, ecuaţia (4.292) devin

rot rot A = μ rot H.                                       (4.293) 
 

Deoarece rot rot A = grad div A - ΔA şi ţinând seama de teorema lui Ampère 
oulomb (4.290), ecuaţia (4.293) se transformă 

 
 

ΔA = -μ J                                               (4.294) 

şi constituie ecuaţia vectorială a lui Poisson. Partea neomogenă a ecuaţiei (4.294), 
ntului electric de conducţie, constituie sursa 

câmpului magnetic.  
Dacă J = 0, ecuaţia (4.294) devine: 
 

ΔA = 0                                                (4.295) 
 

şi este numită ecuaţia vectorială a lui Laplace. 
ecuaţiei Poisson pentru potenţialul magnetic vector A se poate Soluţia 

ina prin analogie cu solud

 

ε
ρ

−=Δ vV .                                               (4.296) 
 

În cazul unei distribuţii de sarcină într-un domeniu finit, când se poate alege 
potenţ lul punctului de la infinit nul, ecuaţia (4.296) admite soluţia (2.243): 
 

ia

∫∫∫
ρ

επ
= v dv

r4
V .          

v

1                               (4.297) 

Prin urmare, atunci când distri
 

buţia densităţii curentului de conducţie ocupă un 

domeniu finit, în baza corespondenţei JA μ↔
ε
ρ

−↔ v,V , soluţia ecuaţiei lui 

Poisson pentru potenţialul magnetic vecto  A este: r
 

∫∫∫π
μ

= dvJA ,                                        (4.298) 
v r4

 

unde integrala este

ducând expresia (4.298) în relaţia 
(4.287), se obţine: 

 

 extinsă asupra întregului volum v în care J ≠ 
0 şi r este distanţa de la elementul de volum dv până la punctul în 
care se calculează A (fig. 4. 42). Astfel, s-a regăsit relaţia (4.72) 
care este valabilă în orice mediu cu permeabilitate magnetică 
con

dv 
r 

P 
stantă. 

Observaţie. IntroFig. 4.42  
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∫∫∫π
μ

=
v

dv
r

rot
4

JB .                                      (4.299) 

 

Deoarece rotorul este aplicat în punctul în care se determină vectorul inducţie 
magnetică şi nu în puncte din interiorul eleme
poate introduce sub semnul integralei,  

ntului de volum dv, operatorul rot se 

 

∫∫∫π
μ

= dv
r

rot
4

JB .                                     (4
v

.300) 

 

Utilizând identitatea: 3r
rot

r
1

r
1grad

r
rot JJJ

=+×−=
rJ× , unde rotJ = 0 (deoarece 

vectorul J se referă la elementul de volum dv), rezultă:  
 

∫∫∫
×

π
μ

=
v r4

B                        (4.301) 

 

3 dvrJ .              

găsit relaţia Biot – Savart – Laplace (4.30) stabilită pentru 
câmpul magnetic staţionar în vid. 

În general, rezolvarea ecuaţiilor Poisson şi Laplace nu se referă la întreg 
spaţiul, deoarece 

lv
frontieră Σ sunt d
pe frontieră.  

Datorită co
se stabilesc la fel
acestor condiţii se face cu ajutorul formulelor lu

4.9.2. Formulele lui Green pentru câ
 

formulă a lui Green pentru câmpuri vectoriale: 
 

Prin urmare, s-a re

acesta nu este întotdeauna accesibil în întregime. De aceea, apare 
ării ecuaţiilor numai pentru un anumit domeniu vΣ pe a cărui 

ate în fiecare punct anumite condiţii, numite condiţii la limită sau 

ndiţiei (4.290), condiţiile pe frontieră pentru potenţialul vector nu 
 ca pe

necesitatea rezo

ntru potenţialul electric scalar (v. par. 2.15.3). Deducerea 
i Green pentru câmpuri de vectori. 

 
mpuri de vectori 

Fie doi vectori F şi G definiţi în domeniul vΣ. Aplicând 

vectorului F × rotG teorema divergenţei, se obţine prima 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫∫
ΣΣ

−=×=×
vv

dvrotrotrotrotdvrotdivrot GFGFGFdAGF . (4.302) 

entru  = , relaţia (4.302) devine: 
 

Σ

 

F GP

( ) ( )[ ]∫∫∫∫∫
Σ

−=×
Σ v

2 dvrotrotrotrot FFFdAFF .               (4.303) 
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În relaţia (4.302), înlocuind F cu G şi G cu F se obţine o relaţie 
similară cu (4.302): 

 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫∫ −=×=×
Σ

dvrotrotrotrotdvrotdivrot FGFGFGdAFG . (4.304) 
ΣΣ vv

obţine a doua formul

 

 

Scăzând membru cu membru relaţiile (4.302) şi (4.304) se 
ă a lui Green pentru câmpuri vectoriale: 

 

( ) ( )∫∫∫∫∫
Σ

−=××
v

dvrotrotrotrotrotrot GFFGdAFG-GF .        (4.305

 

.3. Condiţiile pe frontieră de tip Dirichlet şi Neuman

Σ

) 

4.9 n 

pentru  

                                   potenţialul magnetic vector 

 ale ecuaţiei Poisson (4.294) în 
domeniul vΣ cu aceleaşi condiţii pe frontiera Σ a domeniului. Ca urmare, în 
interiorul domeniului vΣ sunt îndeplinite relaţiile: 

 

 

Fie A1(P) şi A2(P) două soluţii distincte

( ) ( )PP1 JA μ−=Δ ; ( ) ( )PP2 JA μ−=Δ ; Σ∈vP .                  (4.306) 
 

Vectorul diferenţă, 
 

( ) ( ) ( ) ∈−= ΣvP,PPP 21 AA
 

Σ∪dA                           (4.307) 

atisface ecuaţia lui Laplace (4.295) 
 

s

( ) ( ) ( ) Σ∈=Δ−Δ=Δ vP,0PPP 21d AAA ,                      (4.308) 
 

c

Scriind prima formulă a lui Green (4.302) pentru vectorul Ad(P), se obţine: 
 

u condiţii pe frontieră nule, deoarece cele două soluţii au 

aceleaşi condiţii pe frontiera Σ. 

( ) ( )[ ]∫∫∫∫∫
Σ

−=×
Σ v

dd
2

ddd dvrotrotrotdArot AAAnAA .             (4.309) 
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Integrandul primului membru al relaţiei (4.309) conţine valorile lui Ad(P) şi 
rotAd(P) pe frontiera  nule, 
rezultă entru 

fie pentru rot Ad = 0. 
egrandul primului membru al relaţiei (4.310) sub forma: 

 

Σ. Deoarece ecuaţia (4.308) are condiţiile pe frontieră
 că integrandul primului membru al relaţiei (4.309) se anulează fie p

Ad(P) = 0 
Scriind int

( ) ( ) ( ) dddddd rotrotrot AAnAnAnAA ×=×=× ,                 (4.310) 

rezultă
 

 că acesta se anulează fie prin anularea termenului ( )dAn× care reprezintă 
componenta tangenţială a lui Ad, fie prin anularea termenului ( )nA ×drot  care 
reprezintă componenta tangenţială a lui rotAd.  

Prin urmare, condiţiile pe frontieră pentru ecuaţiile vectoriale Poisson 
Laplace sunt: 

sau de prima speţă, dacă se cunosc pe frontieră componentele  
ţialului vector A,  

 

şi 

• de tip Dirichlet 
angenţiale ale potent

( ) ( )PPt AnA ×= , P∈Σ;                   

cunosc pe frontieră componentele  
angenţiale ale rotorului potenţialului vector,  

 

                 (4.311) 
 

• de tip Neumann sau de a doua speţă, dacă se 
t

( ) ( )[ ]nAnA ××= ProtProt , P∈Σ;                            (4.312) 

• ă 
o relaţie liniară în ra
 

t
 

de tip Robin sau de a treia speţă, dacă în fiecare punct de pe frontieră este dat
port cu At(P) şi rot At(P), 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Σ∈=+ P,PProtPbPPa tt cAA ,                            (4.313) 
 

unde a(P), b(P) sunt funcţii scalare de punct, iar c(P) este o func
punct. Condiţia pe frontieră este omogenă dacă c(P) = 0 şi neomogenă dacă       

potenţialul vector 

(4.294) şi 
Laplace (4.295) cu condiţii pe frontieră de tip Dirichlet sunt uni

. 
. 

ETOSTATIC 

ţie vectorială de 

c(P) ≠ 0.  
 

4.9.4. Teorema unicităţii soluţiilor ecuaţiilor Poisson şi Laplace pentru   
                                         
 

Enunţul teoremei este următorul: soluţiile ecuaţiilor Poisson 
ce şi cu condiţii de 

tip Neumann sunt unice până la un vector
Demonstraţia teoremei este prezentată în lucrarea [10]

 

  constant aditiv, arbitrar

 

4.10. RELAŢIILE FUNDAMENTALE ALE CÂMPULUI 

       MAGN
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 însoţit de transformări de energie se 
umeşte câmp magnetostatic. În regim magnetostatic, densitatea curentului electric 

de conducţie este nulă, J = 0 şi relaţiile fundamentale ale magnetostaticii sunt 

B = μ0(H + M);                  

Câmpul magnetic produs de corpuri feromagnetice imobile a căror stare de 
magnetizare este invariabilă în timp şi nu este
n

următoarele:  
• relaţia dependenţei dintre inducţie, intensitate şi magnetizaţie în câmp magnetic 
(4.182), 
 

                         (4.314) 
 

• teorema fluxului magnetic sub formă integrală (4.210), respectiv locală (4.207): 
 

0==Φ ∫∫
Σ

Σ dAB ; div B = 0;                                (4.315) 

 

• teo
 

rema lui Ampère, sub formă integrală (4.187), respectiv locală (4.189): 

0=∫ dsH ; rot H = 0
Γ

.                                      (4.316) 

                      (4.317) 

unde, mărimea vectorială derivată  
 

I = 0M                                               (4.318) 

se nume
 Prin analogie cu m urilor masive polarizate 
electric cu ajutorul sarcin  corp masiv magnetizat 
poate fi înlocuit din punctul de vedere al câmpului magnetic pe care îl stabileşte în 
vid cu o repartiţie fictivă de sarcini magnetice dipolare. Sarcinile magnetice 
dipola

ce, modelul dipolar al corpurilor magnetizate este lipsit de o 

pică nu s-a pus în evidenţă o sarcină magnetică echivalentă celei electrice. 
odelul dipolar magnetic este un m

de calcul din electrostatică.  

c
contrar din interiorul unei suprafeţe înch
magnetizat, se numeşte sarcină de polarizaţie magnetică qpm şi este egală cu 

 

Relaţia (4.314) se poate scrie sub forma: 
 

B = μ0H + I,                      
 

 μ
 

şte polarizaţie magnetică. 
odul de caracterizare a corp

ilor de polarizaţie electrică, un

re echivalente unui mic magnet se mai numesc intensităţi ale polilor 
magnetici; sarcina pozitivă corespunde polului nord N, iar sarcina negativă polului 
sud S. Spre deosebire de modelul dipolar al corpurilor polarizate electric căruia îi 
corespunde la scară microscopică sistemul de particule elementare încărcate cu 
sarcini electri
corespondenţă microscopică similară. Nici la scară macroscopică şi nici la scară 
microsco
M odel fictiv şi are avantajul extinderii metodelor 

 Prin analogie cu sarcina electrică de polarizaţie (v. par. 2.8.4 – relaţia 2.76), 
x esul de sarcină dipolară magnetică de un semn faţă de sarcina dipolară de semn e

ise Σ trasată în interiorul unui corp 

integrala de suprafaţă luată cu semn schimbat a polarizaţiei magnetice: 
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∫∫μ−= dA0 nM .                            (4.319) ∫∫
ΣΣ

−= dAqpm nI

 

Din re
 

laţia (4.319) se obţine:  

0

vpmdiv
μ
ρ

−=M ,                                           (4.320) 

 

unde ρvpm este densitatea de volum a s
H are rotorul nul  (4.316) şi divergenţa 

arcinii de polarizaţie magnetică. 
Intensitatea câmpului magnetostatic 

div H se calculează din relaţia (4.314), 
 

0

vpmdivdiv
μ
ρ

=−= MH ,                                   (4.321) 

 

În consecinţă, se poate defini potenţialul magnetostatic Vm al cărui gradient cu 
semn schimbat este H,  
 

H = - grad Vm                                            (4.322) 
 

şi satisface ecuaţia lui Poisson : 
 

0

vpm
mV

μ
ρ

−=Δ .                                           (4.323) 

 

culează din 
elaţia (4.314): 

 

rotB = μ0 rotM = μ0 Jm,                                  (4.324) 
 

tului amperian (4.173). Prin urmare se poate defini 
otenţialul magnetostatic vector  A, al cărui rotor este B,  

 

rotA=B.   
 

inând seama de condi ţiile 

Ecuaţia (4.323) este similară cu ecuaţia lui Poisson pentru potenţialul 
electrostatic (2.242). Deci teoria potenţialului magnetostatic Vm şi metodele de 
integrare ale ecuaţiei (4.323) se elaborează la fel ca în câmpul electrostatic (v. par. 
2.15 şi 2.16). 

Inducţia magnetică are divergenţa nulă (4.315) şi rotorul se cal
r

unde Jm este densitatea curen
p

                                            (4.325) 

Ţ ţia de etalonare a lui Coulomb, div A = 0, din rela
(4.324) şi (4.325) rezultă că potenţialul magnetostatic vector A satisface ecuaţia 
vectorială a lui Poisson: 

 

m0 JA μ−=Δ .                                           (4.326) 
 

Se observă că ecuaţia (4.326) este similară 
stabilită pentru câmpul magnetic staţionar.  

u H sau B şi din ecuaţia legăturii (4.314) se deduce B sau 

cu ecuaţia Poisson (4.294), 

Dacă se cunoaşte repartiţia magnetizaţiei M este suficient să se rezolve 
problema de câmp pentr
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H. În exteriorul câmpurilor magn
câmp coincid. Porţiunile de pe s

rd, iar cele în care liniile intră delimitează polul 
ud.  

 
 

4.11. CIRCUITE MAGNETICE 
 

le liniare se clasifică în materiale diamagnetice şi respectiv 
param

ordinul 10-5 – 10-6) şi deci au permeabilitatea relativă subunitară. 
Materialele paramagmetice, sp
prin r-o susceptivitate magneti

etice, se caracterizează 
rintr-o permeabilitatea magnetică relativ

interiorul lor, avâ
liniare

agnetizare (v. par. 5.1.8). 
ie o suprafaţă de discontinuitate pentru liniile câmpului magnetic, care 

separă două medii (fig. 4.43). Dacă mediul 1 e

infinită μ1= μFe→ ∞ şi m lu aer μ2 = μ0, teorema 
ilor de câmp magnetic (4.215) devine: 

etizate B şi H sunt proporţionali şi liniile lor de 
uprafeţe în care liniile de câmp ies din corpul 

magnetizat delimitează polul no
s

 
După modul în care se comportă într-un câmp magnetic exterior, materialele 

magnetice se împart în două categorii (v. par. 5.1.8): liniare şi neliniare. La rândul 
lor, materiale

agnetice. Materialele diamagnetice au susceptivitatea magnetică negativă şi 
foarte mică (de 

re deosebire de cele diamagnetice, se caracterizează 
că pozitivă, dar foarte mică (de ordinul 10-3 – 10-4). t

Permeabilitatea lor relativă este deci sensibil supraunitară.  
Principalele materiale neliniare, numite feromagn

p ă dependentă de intensitatea câmpului 
nd valori mult mai mari decât la materialele magnetic stabilit în 

 (de ordinul 104 – 105). Inducţia magnetică nu este proporţională cu 
intensitatea câmpului magnetic, relaţia dintre ele fiind o funcţie neliniară B(H), 
numită caracteristică de m

F
ste feromagnetic de permeabilitate 

ediul 2 este nemagnetic, de exemp
refracţiei lini

 

 0
tg
tg

1

2 =
α
α                                            (4.327) 

şi este satisfăcută fie pentru α2 = 0, fie pentru α1 = π/2. În primul caz (α2 = 0), 
liniile de câmp în aer sunt normale pe suprafaţa corpului feromagnetic (fig. 4.43, 
a). În acord cu proprietatea de continuitate a componentelor normale ale inducţiei 
magnetice B0n = BFen, liniile lui BB

π/2), liniile de câmp în 
Fe sunt normale pe Sd, iar intensitatea câmpului 

magnetic în fier este nulă, HFe = 0. În al doilea caz (α1 = 

BB0, H0

μ0

μFe 
Sd

BFe

H0, B0
μ0 

μFe 

Sd

HFe, BFe→∞ 
B    HFe=0

a b 
Fig. 4.43   
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interiorul corpului feromagnetic şi în imediata apropiere a lui Sd sunt tangenţiale. 
În acord cu proprietatea  de continuitate a componentelor tangenţiale ale intensităţii 
câmpului magnetic, H0t = HFet,  şi în aer liniile lui H0, BB0 sunt tangenţiale la Sd, iar 
inducţia magnetică în fier este infinită, BFeB

ile inducţiei magnetice sunt 
conce

circuitul electric, 
prin 

care se închid liniile induc
poate fi produs de  
înfăşură
secţiune transversal
fascicular şi num
 În funcţ ţiuni 
ale acestu
electromagneţ

ări.  
 Circuitele magnetice intervin ca părţi com
maşinilor şi aparatelor electrice şi pe tru calc

 

 →∞ (fig. 4.43, b). Prin urmare, 
componenta tangenţială a inducţiei magnetice în fier este mult mai mare în 
comparaţie cu cea din aer. În consecinţă, lini

ntrate în principal în corpurile feromagnetice; ele se aseamănă cu liniile 
densităţii de curent în conductoarele parcurse de curent electric. Prin analogie cu 

util. Liniile inducţiei magnetice care nu se închid prin porţiunile utile ale circuitelor 
şi se închid, de exemplu, prin aer, sunt liniile de dispersie magnetică, iar fluxul 
corespunzător este flux de dispersie sau flux de scăp

se numeşte circuit magnetic o succesiune de corpuri 
feromagnetice care pot fi separate prin medii nemagnetice numite întrefieruri 

ţiei magnetice. Câmpul magnetic în interiorul circuitului 
 conductoare parcurse de curenţi electrici care constituie

rile circuitului sau de magneţi permanenţi. Fluxul magnetic printr-o 
ă a circuitului este fluxul fascicular  şi produsul dintre fluxul 

ărul de spire al înfăşurării este fluxul total .  
ie de destinaţia funcţională a circuitului magnetic, anumite por

ia sunt porţiuni utile (coloanele transformatoarelor, întrefierul 
ilor) şi fluxul magnetic prin secţiuni utile se numeşte flux fascicular 

ponente esenţiale în construcţia 
n ulul lor se aplică legile fluxului 

magnetic şi circuitului magnetic. În regim staţionar şi în anumite condiţii şi în 
regim cvasistaţionar, consecinţe ale acestor legi sunt teoremele lui Ohm şi 
Kirchhoff pentru circuitele magnetice, corespunzând dual teoremelor lui Ohm şi 
Kirchhoff pentru circuitele electrice. Dacă fluxurile de dispersie sunt neglijabile în 
raport cu cele utile, circuitele magnetice se studiază la fel ca circuitele electrice cu 
parametri concentraţi. Din punctul de vedere al proprietăţilor de material, se disting  
circuite magnetice liniare  constituite numai din porţiuni cu caracteristici liniare 
cum sunt materialele feromagnetice moi şi nesaturate şi circuitele magnetice 
neliniare care conţin cel puţin o porţiune cu caracteristică magnetică neliniară 
(cum sunt materialele feromagnetice saturate – v. par. 5.1.8). 
 Din punctul de vedere al producerii câmpului magnetic se deosebesc: 
• circuite magnetice cu magneţi permanenţi, în care fluxul magnetic este produs 
de magnetizaţia permanentă a unor magneţi; 
• circuite magnetice de curent continuu, în care curentul prin înfăşurări este 
continuu; 
• circuite magnetice de curent alternativ, în care înfăşurările sunt parcurse de 
curenţi alternativi; 
• circuite magnetice mixte, în care fluxul este produs în cel puţin două moduri 
diferite dintre cele arătate; 
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Circuitele magnetice de curent alternativ au miezul divizat în tole subţiri 
izolate între ele şi sunt aşezate paralel cu liniile de câmp magnetic în vederea 
reducerii pierderilor prin curenţi turbionari (v. par. 6.4.1).  

 
4.11.1. Circuite magnetice liniare  

 

a. Relaţia lui Ohm pentru circuite magnetice . Reluctanţă şi permeanţă. Se 
consideră un tub de flux magnetic suficient de subţire şi fie ds elementul de 
lungime al axei tubului (fig. 4.44). Tensiunea magnetică Um12 între două 
puncte 1 şi 2 situate pe curba C este: 

 

∫ ∫ μ==
2

1

2

1
12mU dsBdsH .                                      (4.328) 

                     

Alegând aria secţiunii transversale A paralelă cu ds, rezultă: 
 

∫∫ μ
Φ=

μ
=

2

1
f

2

1
12m A

dsU ds
A
AB ,     (4.329) 

 
ds H 

2 C unde B A = Φf  este fluxul fascicular, acelaşi 

ărimea pozitivă, definită de raportul 

fascicular Φf se numeşte reluctanţă 

prin orice secţiune transversală a tubului.  
M1 Fig. 4.44 dintre tensiunea magnetică Um12 şi fluxul 

magnetică a porţiunii de tub (circuit magnetic), 
 

 0R 12m
12m >

Φ
=                                            (4.330) U

f

d

Din r
 

elaţia (4.330) rezultă că reluctanţa unui tub subţire de flux magnetic are 
expresia: 
 

∫=
1

12mR
μA
ds  .                                            (4.331) 

                     

2

 

Dacă materialul este liniar, permeabilitatea magnetică este constantă şi se obţine: 
  

 ∫=
2

12m
ds1R .                                             (4.332)  

μ 1 A
 

e , secţiune 
rela : 
 

 lPentru o porţiune de circuit de lungim A şi permeabilitate μ constante, 
ţia (4.332) devine

  
A

R =
l .                        m μ

                        (4.333) 
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 Mărimea pozitivă, definită de raportul dintre Φf  şi Um12 se numeşte 
permeanţă Λ  a circuitului, 
 

m

 01f
d

12m >=
RU 12m12m

Φ
=Λ                                      (4.334) 

 

şi este inversa reluctanţei . 
  În S.I. unitatea de reluctanţă este numită
este reluctanţa unei porţiuni omogene de circuit magnetic în care tensiunii 

rmeanţă este aceeaşi cu a inductivităţii, adică henry (H). 
  

                                                                           
tensiunea electrică  U                  tensi

 amperspiră pe weber (A/Wb) şi 

magnetice de o amperspiră îi corespunde fluxul fascicular de un Wb; unitatea ( în 
S.I. ) de pe

                        Tab. 4.1 
unea magnetică Um

t.e.m. E                                        t.m.m. E  sau solenaţie θ; m
intensitatea curentului electric I  fluxul fascicular Φf
rezistenţa electrică R                   reluctanţa magnetică Rm
conductanţa electrică  G             permeanţa magnetică Λm

  
ă

i (4.334) scrise sub formule: 
 

;RU

Utilizând corespondenţa dual  din tabelul 4.1, relaţiile (4.330) 
ş

mmffmm UΛ=Φ Φ=                                (4.335) 
 

entru circuite magnetice, prin analogie cu relaţiile lui 
hm pentru circuite electrice. De asemenea, prin analogie cu căderea de tensiune 

electrică RI, produsul R  Φf se numeşte  cădere de te
 Observaţie. Dacă permeabilitatea miezurilor ci

 
alcătuiesc relaţiile lui Ohm p
O

m nsiune magnetică. 
rcuitelor magnetice se poate 

Rm2 

Φ 

Rm1 

θ 

Rm3 Φ

Rm4 

a b 

Φ

Φ1 Φ2 Rm3 

Φ

Rm1 

θ 

Rm2 

Φ1 Φ2Rm6 

Rm5 

RBm4 RBm7 
c d 

Fig. 4.45  
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considera constantă, calculul permeanţei se face în mod analog cu cel al rezistenţei 

C ↔ G ↔ Λ.                              

electrice, respectiv al capacităţii electrice, în acord cu corespondenţa duală: 
 

             (4.336) 

 b. Teorema I a lui Kirchhoff pentru circuite magne
l configuraţiei geometrice, se deosebesc circuite magnetice neramificate al 

ă legea 
fluxului magnetic unei suprafeţe înc

 

 

tice. Din punct de vedere 
a
căror flux fascicular util aparţine unui singur tub închis de linii de câmp (fig. 
4.45, a) şi circuite magnetice ramificate al căror flux fascicular util aparţine 
unor tuburi de câmp cu ramificaţii (fig. 4.45, c). Ramificaţiile în lungul cărora 
fluxul fascicular este constant, alcătuiesc laturile circuitului, iar punctele de 
ramificaţie a mai multor laturi se numesc noduri; succesiunea închisă de 
laturi alcătuind un ochi  sau o buclă.  

Se consideră nodul (n) unui circuit magnetic (fig. 4.46, a) şi se aplic
hise Σ care închide nodul (n): 

0...... fmfj2f1f =Φ++Φ++Φ+Φ=ΦΣ ,                     (4.337) 
 

respectiv, 
 

0f j
)n(j

=Φ∑
∈

 

Relaţia (4.338) este similară cu relaţia corespunzătoare din teoria circuitelor (fig. 

4.46, b) şi constituie prima teoremă a lui Kirchhoff pentru circuite 

magnetice: suma algebrică a fluxurilor prin laturile j ale unui circuit magnetic, 

.                                           (4.338) 

ramificate într-un nod (n) este nulă. Fluxurile cu sensurile de referinţă spre nod se 
consideră prin convenţie negative, iar cele cu sensul dinspre nod, pozitive. 

 

c. Teorema a II-a a lui Kirchhoff pentru circuitele magnetice. Se 
consid

 

0i
)n(j

j =∑
∈

 

eră un ochi (m) de circuit magnetic al cărui sens de referinţă este sensul în 
care se efectuează integrala de linie a vectorului H (fig. 4.47, a). Fiecare latură j a 

n 

ΣΦf1 

Φf2

Φf3 

Φf4 

Φf5 
n 

i1 i2 

i3 
i4 

i5 

a b
Fig. 4.46  m 

θ1
Φf1 

θj 

Φfj 

θ

m 

1

Rm1 

θj 

Φf1 

Rmj 

Φfj 

a b 
Fig. 4.47  
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ochiului este caracterizată de reluctanţa Rmj, fluxul fascicular 
Fluxurile şi solenaţiile sunt pozitive sau negative după c

incid sau sunt opuse sensului ochiului (m). În conformitate cu teorema 
otoare în lungul ochiului este egală cu suma 

solenaţiilor θj ale laturilor ochiurilor: 
 

Φfj şi de solenaţia θj. 
um sensurile lor de 

referinţă co
lui Ampère, tensiunea magnetom

∑∫
∈Γ

Γ θ==
mj

jmU dsH .                                  (4.339) 

  

Dar  ∑
∈

Γ =
mj

mjm UU ,   unde fjmjmj RU Φ=  şi deci rezultă:  

 

∑∑
∈∈
θ=Φ

mj
jfj

mj
mjR .                    

laţie, similară cu relaţia corespunză
 staţionar (fig. 4.47, b), 

                 (4.340) 

 

Această re toare din teoria circuitelor 
electrice în regim ∑∑

∈∈
=

mj
jj

mj
j EIR , constituie 

 pentru circuitele magnetice: suma algebrică

a doua teoremă 

a lui  Kirchhoff  a solenaţilor θj care 
laturile 

algebrică a căderilor de tensiune magnetică R  Φ . 

 semnul 

 

d. Tensiunea magnetică între două puncte 
ale unui circuit magnetic. Pentru a calcula tensiunea 
magnetică Um12 prin aer între două puncte (1) şi (2) 
ale unui circuit magnetic ramificat (fig. 4.48), se 
consideră un ochi trasat prin aer de la (1) la (2) şi 

apoi în lungul laturilor circuitului de la (2) la (1) . 
Aplicând a doua teoremă a lui Kirchhoff (4.340), rezultă:  

 

înlănţuie j ale unui ochi de circuit magnetic (m) este egală cu suma 
mj mj

Dacă sensurile de referinţă ale fluxurilor Φfj, respectiv ale solenaţiilor θj 
coincid cu sensul ochiului (m), produsele RmjΦmj se 
introduc cu semnul plus, iar în caz contrar cu
minus. Pentru laturile care prezintă dispersie se poate 
considera o latură legată în paralel şi care corespunde 
fluxului de dispersie. 

12mmj
mj

mj
)m(j

j UR −Φ=θ ∑∑
∈∈

,                              (4.341) 

 

sau, 
  

)R(U jmj
)m(j

mj12m θ−Φ= ∑
∈

.                                  (4.342) 

 

 e. Teoremele reluctanţelor 
echivalente. Analogia dintre teoremele lui Kirchhoff pentru circuitele 
magnetice şi cele pentru circuitele electrice, permite stabilirea şi în cazul 
teoriei circuitelor magnetice a unora dintre teo
curent continuu cum sunt: teorema superpoziţiei, 

remele reţelelor liniare de 
substituţiei, generatoarelor 

1 

θ
Φfj 

j

2 

Um12 

Fig. 4.48  
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echiv În acestalente etc.  sens, schemelor magnetice le corespund scheme 
electrice cu simboluri similare (fig. 4.45, b şi d, fig. 4.47, b). 

Reluctanţa echivalentă Rme a unei porţiuni de
pe laturi) între două extremităţi (1) şi (2) este ega

(2):  

 circuit magnetic (fără solenaţii 
lă cu raportul dintre tensiunea 

Rm1 Rm2 Rmn 

Φf Um 

Rme Φf 

Um 

a b 
Fig. 4. 49

magnetică Um12 şi fluxul fasciculelor care intrând pe la borna (1) iese pe la borna 

 

f

m
me

UR
Φ

= .                                              (4.343) 

tic are (n) laturi în se
 

Dacă circuitul magne rie (fig. 4.49, a), fluxul fiind 
acelaşi prin toate laturile,  aplicâ d 

 
n a doua teoremă a lui Kirchhoff  se obţine: 

∑
=

adică reluctanţa echivalentă e
. 4. 50, a), tensiunea magnetică 

=
n

1j
mjme RR ,                                          (4.344) 

 

ste egală cu suma reluctanţelor laturilor (fig. 4.49, b). 
Dacă circuitul are (n) laturi în paralel (fig

fiind aceeaşi, aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff  rezultă: 
 

∑
=

mj

me

R
1

1R ; ∑
=

adică 

ţiei necesare pentru a stabili anumite fluxuri utile, fie în 
determinarea fluxurilor utile la solenaţii date. De obicei, calculul constă în 
determinarea fluxurilor în laturile unui circuit magnetic a cărui structură este 

Λ=Λ
n

1j
je ,                                 (4.345) 

 

permeanţa echivalentă este egală cu suma permeanţelor laturilor. 
 

f. Calculul circuitelor magnetice liniare. La formă constructivă dată a 
circuitelor magnetice (dimensiuni şi permeabilităţi), calculul acestora constă fie în 
determinarea solena

Rm1 Rm2 Rmn 

Φf

Um Rme 

Φf 
Um 

a b 
Fig. 4. 50
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complet cunoscută, cunoscându-se de asemen
se efectuează, de obicei, cu ajutorul teoreme
circuitul magnetic este constituit din n noduri şi l laturi, analiza revine la 
soluţio
teoreme a lui Kirchhoff nodurilor independente (n – 1) şi a celei de a doua teoreme 
a lui Kirchhoff ochiurilor independente (l – n +1). 

 
4.11.2. Circuite magnetice neliniare  
 

Pentru circuitele magnetice neliniare, teoremele lui Kirchhoff au formulele 
(4.338) şi (4.339): 

ea şi solenaţiile. O astfel de analiză 
lor lui Kirchhoff. În cazul în care 

narea sistemului de ecuaţii algebrice liniare obţinut prin aplicarea primei 

 

∑∑0
)n(j

fj =Φ∑
∈

; θ=
∈ )m(j∈

j
)n(j

mjU .                             (4.346) 

 

Calculul circuitelor magnetice neliniare se efectuează grafo-analitic 

cazul 
geometrice, numerele de spire ale înfăşurărilor şi curbele de magnetizare. Calculul 
constă în determinarea solenaţiilor (deci a curenţilor) necesare pentru a stabili 
anumite fluxuri, sau din determinarea fluxurilor la solenaţii date. În primul caz, se 
procedează în felul următor:  
• fiind dat fluxul fascicular se împarte circuitul în porţiuni de lungimi sk cu 
secţiuni aproximativ constante Ak şi se determină inducţiile magnetice 
corespunză
•  pului 

•  tensiunea magnetom Γ trasată prin 
fier ş
 

respectiv numeric utilizând curbele de magnetizare B(H) ale porţiunilor omogene 
de circuit în care fluxul se presupune repartizat uniform pe secţiune. La fel ca în 

circuitelor magnetice liniare, se consideră cunoscute dimensiunile 

magnetic H

toare Bk = Φf / Ak; 
din curba de magnetizare  a materialului se deduce intensitatea câm

k, iar în întrefieruri H0 = B0/ μ0; 
otoare în lungul unei linii mediane închise 

i întrefieruri este egală cu solenaţia θsΓ , 

iNsH sk

n

1k
k =θ== ΓΓ

=
∫ ∑dsH .                             (4.347) 

ţie 
dată n

ţi permanenţi, în care rolul 
amperspirelor magnetizante este îndeplinit de magnetul permanent, este similar cu 

 

În cel de-al doilea caz, problema determinării fluxului magnetic la solena
u se poate rezolva direct deoarece materialul este neliniar. Calculul se face 

prin aproximaţii succesive: 
• se iau valori apropiate pentru fluxul fascicular şi se deduc solenaţiile 
corespunzătoare; 
• se trasează caracteristica Φf = Φf(θ); 
• din caracteristica de magnetizare B(H) se deduce fluxul corespunzător unei 
solenaţii date, respectiv solenaţia care corespunde unui flux dat.  

 
4.11.3. Circuite magnetice cu magneţi permanenţi 

  

Studiul circuitelor magnetice cu magne
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studiu  o parte din circuitul magnetic este 
consti

l magnetic constituie una dintre problemele circuitelor cu 
magneţi permanenţi. 

 

  Indicele de calitate al magneţilor permanenţi. Magneţii permanenţi sunt 
în gen

l electromagneţilor. În practică, numai
tuit din materiale cu magnetizaţie permanentă; în acest sens stabilirea 

condiţiilor în care un material de magnet permanent, de volum dat, este utilizat 
eficient în circuitu

eral utilizaţi pentru producerea unei inducţii magnetice într-un întrefier de 
dimensiuni date. Se consideră un magnet permanent în formă de inel având un 
întrefier (fig. 4.51). Notând cu Be şi Bi inducţiile magnetice în aer, respectiv în fier 
şi cu Ae, Ai ariile secţiunilor utile a întrefierului, respectiv magnetului, din 
conservarea fluxului magnetic rezultă: 

  

iiae ABAB = .                 (4.348) 
 

Din teorema lui Ampere, aplicată în lungul 
curbei închise ie CC ∪=Γ , rezultă: 
 

0dsHdsH e
0

ei
0

i =+ ∫∫ ,          (4.349) 
LL ei

 

 Hmi şi Hme valorile medii ale 
intensităţilor câmpului magnetic în interiorul 
magnetului şi în întref

 

Ci (Li) 

unde Li şi Le sunt lungimile curbelor Ci  şi Ce. 
Notând cu

ier, 

e
0

e
e

mei
0

i
i

mi dsH
L
1H,dsH

L
1H ∫∫ == ,      (4.350) 

 

rezultă: 

LL ei

Hme Le= - Hmi Li.                                        (4.351) 

e (4.348) şi (4.351), se obţine: 

 

 

Multiplicând membru cu membru relaţiil
 

BB                  (4.352) 

sau

e Hme Le Ae = - Bi Hmi Li Ai,               
 

, 

miie HBv
−= ,                                          (4.353) 

 

unde v

meei HBv

i= Li Ai   şi  ve= Le Ae sunt volumele materialului magnetului şi întrefierului. 
Deoarece în întrefier 0mee HB μ= , relaţia (4.353) devine: 
 

mii

2
meei Hv μ

−= .                                           (4.354) 
e HBv

 

Ce (Le)

Γ 

Fig. 4.51  
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Din e r laţia (4.354) rezultă că la valori date ve şi Hme în întrefier, volumul vi al 
materialului magnetului este cu atât mai mic cu cât produsul BB

4.12. METODE DE ANALIZĂ A CÂMPULUI M
STAŢIONAR 

pului magnetic sta i n , v
magnetostatic, sunt în mare măsu cele ale c lectrostatic. 
Ceea ce deosebeşte însă cele două clase de probleme constă în tipurile de ecuaţii 
Poisson - Laplace pe care le satisfac: scalare pentru potenţialul ele
vectoriale pentru potenţialul vectorial A.  

Calculul intensităţii câmpu  
presupune cunoscute configuraţia
material ale mediilor şi intensităţile
se clasifică la fel ca în câmp electr , numerice, grafice şi 

rafo – analitice. 
 
4.12.1. Metode analitice de calcul a câmpului magn
                                         cvasistaţionar 

etode analitice sunt: metoda directă, metoda imaginilor 
magnetice, metoda integrării e

], metoda 

 

a. Metoda directă c
ţialului magnetic scalar şi Ampère. Cu aceste teoreme s-a calculat câmpul 

magnetic pentru diferite repartiţii de curent (v. par. 4.4.
 

b. Metoda imaginilor magnetice corespunde dual metodei imaginilor 
 
 

Fe  ∞, se găse  distanţa h, un conductor 
filiform infinit lung, parcurs de curentul i. Suprafaţa mediului feromagnetic este o 
suprafaţă magnetic echipotenţială, deoarece lin
în aer sunt perpendiculare pe această suprafaţă (v. fig. 4.43, a). Prin suprimarea 

ţie 
nu s-au schimbat. Deci, câmpul conductorului rectiliniu situat în aer, paralel cu 

iHmi este mai mare.  
Produsul BiHmi=(BH)m este  o mărime care caracterizează eficienţa utilizării 

magneţilor  şi se numeşte indice de calitate al magnetului. 
 
 

AGNETIC 

 
ţ o ar c asistaţionar, respectiv 

ră similare cu âmpului e
Metodele de calcul a câm

ctrostatic V şi 

lui magnetic H şi a inducţiei magnetice B
 geometrică a conductoarelor, proprietăţile de 
 curenţilor în conductoare. Metodele de analiză 

ostatic, în metode analitice
g

etic staţionar şi   

 

Principalele m
cuaţiilor Poisson şi Laplace prin separarea 

variabilelor, metoda funcţiilor de variabilă complexă [10, 13
ransformărilor conforme [10,13]. t

onstă din aplicarea teoremelor Biot – Savart – Laplace, 
poten

3, 4.4.7, 4.7.1, 4.8). 

electrice (v. par. 2.16.1). Să presupunem că în vecinătatea unui plan infinit care
 feromagnet bilitatea magnetică estelimitează un mediu ic, pentru care permea

infinit de mare μ → şte paralel cu planul, la

iile intensităţii câmpului magnetic 

mediului feromagnetic, se introduce conductorul filiform imagine, parcurs de 
curentul i’ = i, situat la distanţa h faţă de suprafaţa semispaţiului feromagnetic. 
Planul median dintre conductorul real şi conductorul imagine coincide cu suprafaţa 
de separaţie şi este un plan magnetic echipotenţial. Prin urmare, după înlocuirea 
mediului feromagnetic prin conductorul imagine, condiţiile în planul de separa
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semispaţiul f odus 
de cei doi curenţi i şi i , în ipoteza agnetic a fost îndepărtat.    

 

particulare în care potenţialul magnetic vector are numai una 
dintre componente nenulă, este posibilă separarea variabilelor şi în alte sisteme de 
coordo

.12.2. Metode numerice de calcul a câmpului magnetic staţionar şi   

e, cărora li se pot aplica metodele numerice de 
analiz  a câmpului electrostatic (v. par. 2.16.2). În cazurile particulare în care 
potenţ

eromagnetic şi parcurs de curentul i coincide în aer cu câmpul pr
’  că mediul ferom

c. Metoda integrării ecuaţiilor Poisson şi Laplace prin separarea 
variabilelor. În sistemul cartezian de coordonate, ecuaţiile vectoriale Poisson – 
Laplace se descompun în trei ecuaţii scalare, cărora li se poate aplica metoda 
separării variabilelor. De exemplu, pentru ecuaţia Laplace (4.295) ΔA = 0, se 
obţine: 

 ΔAx = 0; ΔAy = 0; ΔAz = 0.                                  (4.355) 
 

Integrarea ecuaţiilor (4.355) prin separarea variabilelor se face la fel ca pentru 
ecuaţia Laplace a potenţialului electrostatic ΔV = 0 (v. par. 2.16.16).  

În cazurile 

nate.  
 
4
                                         cvasistaţionar 
 

În sistemul cartezian de coordonate, ecuaţiile vectoriale Poisson – Laplace 
se descompun în trei ecuaţii scalar

ă
ialul magnetic vector are numai una dintre componente nenulă, este posibilă 

aplicarea metodelor numerice şi în alte sisteme de coordonate. 
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	 b. Teorema I a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice. Din punct de vedere al configuraţiei geometrice, se deosebesc circuite magnetice neramificate al căror flux fascicular util aparţine unui singur tub închis de linii de câmp (fig. 4.45, a) şi circuite magnetice ramificate al căror flux fascicular util aparţine unor tuburi de câmp cu ramificaţii (fig. 4.45, c). Ramificaţiile în lungul cărora fluxul fascicular este constant, alcătuiesc laturile circuitului, iar punctele de ramificaţie a mai multor laturi se numesc noduri; succesiunea închisă de laturi alcătuind un ochi  sau o buclă. 


	c. Teorema a II-a a lui Kirchhoff pentru circuitele magnetice. Se consideră un ochi (m) de circuit magnetic al cărui sens de referinţă este sensul în care se efectuează integrala de linie a vectorului H (fig. 4.47, a). Fiecare latură j a ochiului este caracterizată de reluctanţa Rmj, fluxul fascicular (fj şi de solenaţia (j. Fluxurile şi solenaţiile sunt pozitive sau negative după cum sensurile lor de referinţă coincid sau sunt opuse sensului ochiului (m). În conformitate cu teorema lui Ampère, tensiunea magnetomotoare în lungul ochiului este egală cu suma solenaţiilor (j ale laturilor ochiurilor:
	d. Tensiunea magnetică între două puncte ale unui circuit magnetic. Pentru a calcula tensiunea magnetică Um12 prin aer între două puncte (1) şi (2) ale unui circuit magnetic ramificat (fig. 4.48), se consideră un ochi trasat prin aer de la (1) la (2) şi apoi în lungul laturilor circuitului de la (2) la (1) .
	 e. Teoremele reluctanţelor echivalente. Analogia dintre teoremele lui Kirchhoff pentru circuitele magnetice şi cele pentru circuitele electrice, permite stabilirea şi în cazul teoriei circuitelor magnetice a unora dintre teoremele reţelelor liniare de curent continuu cum sunt: teorema superpoziţiei, substituţiei, generatoarelor echivalente etc. În acest sens, schemelor magnetice le corespund scheme electrice cu simboluri similare (fig. 4.45, b şi d, fig. 4.47, b).



