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CÂMPUL ELECTROSTATIC 
 
 
 

Câmpul electrostatic este stabilit de corpuri imobile a căror repartiţie de 
sarcină electrică, respectiv stare de polarizare este invariabilă în timp şi nu este 
însoţit de transformări de energie. În acest caz, fenomenele electrice se produc 
independent de cele magnetice şi ca urmare studiul câmpului electric şi, respectiv, 
magnetic se poate face separat. 

Regimul electrostatic nu se realizează efectiv, fiind aproximarea unui regim 
lent variabil în timp în care transformările energiei sunt neglijabile.    

 
 

2.1. STAREA DE ELECTRIZARE ŞI CÂMPUL ELECTRIC 
 
Frecând o vergea de sticlă cu postav de lână sau mătase şi apoi separându-le, 

între ele şi asupra unor mici corpuri (bucăţi mici de hârtie, cristale de gips etc.) 
situate în apropiere se exercită forţe, respectiv cupluri denumite acţiuni 
ponderomotoare. Ca urmare a tratamentului aplicat, vergeaua de sticlă şi postavul 
de lână se găsesc într-o stare care nu este nici mecanică şi nici termică, numită 
stare de electrizare.  

Starea de electrizare a corpurilor este numită orice stare în care acestea pot 
exercita acţiuni ponderomotoare de natură electrică (forţe sau cupluri) asupra altor 
corpuri, adică acţiuni ponderomotoare de aceeaşi natură cu cele exercitate de 
corpurile electrizate prin frecare. 

Din punct de vedere microscopic, starea de electrizare a unui corp înseamnă 
aducerea acestuia în situaţia de a avea un exces sau o lipsă de electroni.  

În afară de frecare, corpurile mai pot fi electrizate prin contact direct cu 
corpuri electrizate, prin comprimarea sau întinderea unor cristale 
(piezoelectrizare), prin încălzire (piroelectrizare), prin iradiere cu raze Röentgen, 
prin reacţii chimice etc. 

Starea de electrizare se poate comunica de la un corp electrizat la un corp 
neelectrizat prin contact sau prin influenţă. După durata în care se transmite starea 
de electrizare, corpurile pot fi împărţite în trei categorii: 
• Corpuri conductoare sau mai simplu conductori, care transmit starea de 
electrizare într-un timp foarte scurt, de ordinul 10-10 – 10-12s, deci practic 
instantaneu. Din clasa conductorilor fac parte metalele, soluţiile de acizi, baze şi 
săruri precum şi gazele în timpul arderii;  
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• Corpuri izolante sau mai simplu izolanţi, care transmit starea de electrizare într-
un timp lung, de ordinul zilelor, lunilor. Din clasa izolanţilor fac parte sticla, mica, 
cauciucul, masele plastice, porţelanul etc.; 

Observaţie. Nu există izolanţi perfecţi; toate materialele sunt conductoare. 
Numai vidul este perfect izolant. 
• Corpuri slabconductoare, care au proprietăţi intermediare, timpul de 
transmitere a stării de electrizare fiind de ordinul fracţiunilor de secundă sau al 
secundelor. Materialele slabconductoare mai importante sunt semiconductorii 
(germaniul, siliciul, seleniul, telurul etc.). 
  Acţiunile ponderomotoare care se exercită între corpuri electrizate sau 
asupra corpurilor situate în apropiere, acţiuni care nu existau înainte de electrizare, 
pun în evidenţă existenţa unui nou sistem fizic în spaţiul din jurul corpurilor 
electrizate, denumit câmp electric.    

În concordanţă cu definiţia generală a câmpului de la paragraful 1.1, este 
denumit câmp electric sistemul fizic care există în regiunile din spaţiu în care se 
pot exercita asupra corpurilor acţiuni ponderomotoare de natură electrică. 
Interacţiunea între corpurile electrizate se produce prin intermediul câmpului 
electric produs de corpurile electrizate.  

În vecinătatea unui corp electrizat şi, în general, într-un câmp electric, 
corpurile punctiforme din materiale conductoare au o comportare diferită de a celor 
din materiale izolante. Un conductor punctiform, electrizat prin contact este 
acţionat de o forţă care nu depinde de orientarea lui în raport cu corpul de referinţă 
electrizat şi nu este acţionat de un cuplu care să-l rotească în raport cu centrul lui 
de masă. Conductorul punctiform se comportă ca un punct material în mecanică şi 
starea lui de electrizare se numeşte de încărcare electrică. Un corp punctiform 
dintr-un material izolant, chiar şi neelectrizat prin contact, poate fi acţionat de un 
cuplu şi eventual de o forţă, ambele depinzând de orientarea micului corp în raport 
cu corpul electrizat de referinţă; comportarea lui este diferită de a punctelor 
materiale din mecanică şi starea lui de electrizare se numeşte de polarizare 
electrică. Spre deosebire de conductori care se pot afla numai în stare de încărcare 
electrică, stările de electrizare ale materialelor izolante pot fi atât de încărcare cât şi 
de polarizare. Materialele susceptibile de a se polariza electric se numesc 
dielectrici.  

 
 

2.2. SARCINA ELECTRICĂ ADEVĂRATĂ A CORPURILOR       
PUNCTIFORME 

 
Se consideră un sistem de corpuri conductoare electrizate, situate în vid, a 

căror stare de electrizare este constantă în timp. În concepţia acţiunii din aproape în 
aproape, exercitarea acţiunilor ponderomotoare asupra unor corpuri plasate în 
apropierea corpurilor electrizate, pune în evidenţă apariţia unui sistem fizic distinct 
în spaţiul din jurul lor – câmpul electric. Interacţiunea nu se produce direct între 
corpuri, ci prin intermediul câmpului.  
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Pentru studiul stării de încărcare electrică şi pentru explorarea câmpului 
electric se utilizează un corp de probă. Corpul de probă este un corp conductor 
electrizat care trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: 
• să fie cât mai mic posibil (teoretic punctual) pentru ca forţa care se exercită 
asupra lui să poată fi aproximată prin forţa care ar acţiona în acel punct şi nu 
rezultanta forţelor din regiunea ocupată de corp; 
• să i se poată comunica cu uşurinţă stări de electrizare diferite, deci să fie metalic 
sau având o suprafaţă metalizată; 
• starea lui de electrizare, pentru orice poziţie în câmp, să fie invariabilă în timp; 
• prin prezenţa lui să se modifice cât mai puţin starea electrică care există în lipsa 
acestuia. 

Se consideră o mulţime de corpuri de probă identice din punct de vedere 
structural, care au fost însă electrizate diferit. Introducem succesiv aceste corpuri 
de probă în acelaşi punct P din câmpul electric al conductoarelor, considerate 
imobile şi cu o electrizare invariabilă în timp. Se constată că asupra corpurilor de 
probă se exercită o forţă, a cărei mărime şi sens este, în general, diferită de la corp 
la corp, dar a cărei direcţie rămâne constantă. Deci, corpurile de probă se pot grupa 
în clase de echivalenţă, utilizând relaţia de echivalenţă “aceeaşi mărime a forţei de 
interacţiune”. Ordonarea claselor de echivalenţă se va face în raport cu relaţia de 
ordonare “forţa mai mare”. Alegând alt punct P1, forţa exercitată asupra fiecărui 
corp de probă este, în general, diferită ca mărime, direcţie şi sens faţă de forţa care 
se exercita asupra sa în punctul P, însă se constată că împărţirea corpurilor de 
probă în clase de echivalenţă şi ordonarea lor faţă de noile forţe de interacţiune 
rămâne aceeaşi. 

Rezultă că proprietatea pusă în evidenţă prin împărţirea în clase de 
echivalenţă a mulţimii corpurilor de probă este o caracteristică a acestora, 
determinată de starea lor de electrizare şi nu depinde de punctul din câmp în care 
sunt introduse. Aceasta permite asocierea valorilor numerice ale mărimii care 
descrie starea de electrizare a unor corpuri de probă, numită sarcină electrică q (cu 
precizarea uneori necesară de adevărată sau liberă, pentru a o deosebi de sarcina 
electrică de polarizaţie), proporţional cu valorile numerice ale forţelor exercitate 
asupra acestora într-un punct P dat din regiunea în care există câmp electric. Deci, 
se poate scrie relaţia: 

 

)P(F
)P(F

q
q

vq

vq

2

1

2

1= ,                                             (2.1) 

 

unde q1 şi q2 sunt sarcinile electrice a două corpuri de probă, iar  şi 
sunt forţele care se exercită asupra acestora într-un punct dat P din vid. 

)P(F vq1

)P(F vq 2

Denumirea de sarcină electrică liberă provine din posibilitatea acesteia de a 
se transmite uşor de la un corp conductor la altul, spre deosebire de sarcinile din 
constituţia dielectricilor care nu au această proprietate şi de aceea se numesc 
sarcini electrice legate. 
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Caracterul scalar al sarcinii electrice se constată experimental, prin faptul că 
direcţia forţei care acţionează asupra corpului de probă nu depinde de starea sa de 
electrizare. Faptul că sensul forţei se poate schimba, arată că acest scalar poate fi 
atât pozitiv cât şi negativ. Convenţional se alege pozitivă sarcina electrică de tipul 
celei produse la electrizarea sticlei frecate cu mătase şi negativă, sarcina mătăsii 
frecate cu sticlă. 

Prin aducerea unui corp în starea în care sarcina lui electrică este nenulă, 
corpul se încarcă cu sarcină electrică şi el se află în stare de încărcare electrică; 
prin aducerea unui corp încărcat cu sarcină electrică în stare neutră, corpul se 
descarcă electric.  

Pentru măsurarea sarcinii electrice a unui corp se poate utiliza următorul 
procedeu. Se adoptă ca stare de referinţă, starea de încărcare electrică a unui corp 
de probă oarecare, încărcat electric. Se vor considera mai multe astfel de corpuri de 
probă în stare identică, numite corpuri de referinţă. Se utilizează proprietatea 
sarcinii electrice de a fi o mărime extensivă şi de a se transmite de pe un corp pe 
altul: sarcina electrică a unui corp oarecare este egală şi de semn contrar cu suma 
sarcinilor corpurilor de referinţă care trebuie aduse în contact cu corpul dat, pentru 
a-i anula starea de electrizare.  

Din punct de vedere microscopic, sarcina electrică a unui corp este 
repartizată particulelor microscopice ale aceluiaşi corp. Fiecare particulă 
microscopică de un anumit tip are totdeauna aceeaşi sarcină electrică. Deci, din 
punct de vedere microscopic, sarcina electrică este repartizată discontinuu în 
spaţiu. Sarcina electrică este negativă dacă electronii sunt în exces şi pozitivă dacă 
sunt în lipsă. 

Din punct de vedere macroscopic, se consideră că sarcina electrică 
adevărată, ca şi substanţa, este repartizată în mod continuu în întreg domeniul 
ocupat de corpul dat. Interpretarea macroscopică este deci idealizată, dar permite 
simplificarea calculelor şi este, în numeroase aplicaţii, de o precizie satisfăcătoare. 

Sarcina electrică adevărată sau sarcina electrică liberă este numită mai 
concis sarcina electrică. Particulele încărcate cu sarcină electrică, cum sunt 
electronii şi ionii, care se pot deplasa, asigurând transportarea sarcinii electrice sunt 
numite purtători de sarcină electrică.  

Sarcina electrică este o  mărime primitivă, deoarece s-a definit punând în 
evidenţă proprietăţile ei de structură prin analiza datelor experimentale (nefiind 
posibil să se deducă cu relaţii analitice din alte mărimi fizice de referinţă).  

În sistemul de unităţi S.I., sarcina electrică este o mărime secundară. În acest 
sistem, unitatea de sarcină electrică, numită coulomb (C), se defineşte cu ajutorul 
teoremei lui Coulomb (v. par. 2.5.1) şi este sarcina electrică care încarcă egal două 
conductoare punctiforme situate în vid la distanţa de 1 m, forţa care se exercită 
asupra lor fiind egală cu 9⋅109 newtoni.  

 
 

 
 
 



 21

 
2.3. INTENSITATEA CÂMPULUI ELECTRIC ÎN VID 

 
Sarcina electrică caracterizează starea de electrizare prin încărcare a 

corpurilor, dar nu este suficientă pentru caracterizarea acţiunilor ponderomotoare 
care se exercită asupra corpurilor încărcate electric. Electrizarea corpurilor, de 
exemplu prin frecare, arată că în regiunile în care se găsesc corpuri electrizate, 
există câmp electric, pus în evidenţă de forţele şi cuplurile care acţionează asupra 
lor; se spune că aceste corpuri produc câmp electric. Prezenţa corpurilor electrizate 
nu este o condiţie necesară de existenţă a câmpului electric decât în regim static. În 
regim variabil, câmpul electric poate fi produs şi prin variaţia în timp a câmpului 
magnetic.  

În cadrul concepţiei de acţiune la distanţă, se consideră că forţele şi cuplurile 
electrice se exercită instantaneu între corpurile electrizate; în conformitate cu 
concepţia de acţiune prin contiguitate, forţele şi cuplurile electrice se transmit 
localizat prin intermediul câmpului electric. Dacă regimul este variabil în timp, 
câmpului electric i se asociază inseparabil câmpul magnetic şi împreună se 
condiţionează reciproc, alcătuind câmpul electromagnetic. Câmpul 
electromagnetic este distinct de corpuri şi există atât în interiorul corpurilor cât şi 
în vidul din exteriorul lor; numai în regimuri statice, cele două laturi, electrică şi 
magnetică se manifestă separat prin câmpul electric şi câmpul magnetic. Câmpul 
electric este deci câmpul electromagnetic exclusiv din punctul de vedere al 
proprietăţilor lui electrice; câmpului electric îi sunt asociate regiunea din spaţiu în 
care corpurile sunt acţionate de forţe şi cupluri de natură electrică şi funcţia de 
punct care-l caracterizează.  

Câmpul electric în vid se studiază macroscopic, măsurând în fiecare punct 
din câmp forţa în mărime, direcţie şi sens, care acţionează asupra unui corp de 
probă încărcat cu sarcină electrică.  

În teoria macroscopică a fenomenelor electrice şi magnetice, vidul este 
considerat ca o stare de rarefiere limită a substanţei corpurilor şi în consecinţă un 
punct din vid se identifică în raport cu vecinătăţile corporale. În acest sens, 
punctele din interiorul sau din exteriorul corpurilor se reperează prin razele lor 
vectoare în raport cu originea unui sistem de referinţă aflat în imobilitate relativă 
faţă de corpurile din apropiere. 

Utilizând experimentul idealizat descris în paragraful 2.2, se poate introduce 
şi o mărime care să caracterizeze local starea câmpului electric produs în vid de 
sistemul de corpuri încărcate electric (electrizate) considerat. 

Experimental se constată că în câmpul electric din vid, forţa Fqv, care se 
exercită asupra unui corp de probă, depinde atât de sarcina electrică q care-l 
încarcă, cât şi de poziţia lui în câmp, definită de raza vectoare r: 

 

Fqv = Fqv(q,r) .                                                (2.2) 
 

Introducem succesiv în punctul P, în care vrem să studiem câmpul o serie de 
corpuri de probă ale căror sarcini electrice au valorile q1, q2, … Se măsoară valorile 
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corespunzătoare ale forţelor , , … care acţionează asupra corpurilor 
de probă. Experimental se constată că raportul dintre forţa care acţionează asupra 
unui corp de probă şi sarcina acestuia nu depinde de starea electrică a micului corp 
de probă, ci numai de starea electrică locală a câmpului, adică (v. relaţia 2.1): 

)P(vq1
F )P(vq2

F

 

)P(...
q

)P(
q

)P(
v
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FF

=== .                                  (2.3) 

  

   Mărimea vectorială Ev(r) astfel introdusă caracterizează local câmpul 
electric în vid şi se numeşte intensitate a câmpului electric în vid. Rezultă că prin 
măsurarea acţiunilor ponderomotoare ale câmpului electric în vid asupra corpurilor 
de probă încărcate cu sarcini electrice, se introduc inductiv două mărimi primitive: 
intensitatea câmpului electric în vid şi sarcina electrică adevărată, legate prin 
relaţia:  

 

Fqv(q, r) = qEv(r) ,                                          (2.4) 
    

unde Fqv(q,r) este forţa exercitată asupra unui corp punctiform, încărcat cu o 
sarcină q, atunci când este plasat într-un punct P(r) din vid în care intensitatea 
câmpului electric este Ev(r).  

Relaţia (2.4) se poate scrie sub forma: 
 

( ) ( )
q

,qqv
v

rF
rE = .                                           (2.5) 

 

Caracterul idealizat al experienţei analizate se datorează faptului că, 
deoarece s-a urmărit caracterizarea locală a câmpului, corpul de probă ar fi trebuit 
să fie punctiform, ceea ce este practic imposibil, ca şi faptului că acest corp îşi 
asociază un câmp electric propriu care perturbă starea de electrizare a corpurilor 
care produc câmpul iniţial, astfel încât mărimea Ev(r) introdusă prin relaţia (2.5) 
corespunde de fapt câmpului modificat. Deoarece interesează numai caracterizarea 
câmpului iniţial, ar trebui ca aportul câmpului propriu al corpului de probă să fie 
cât mai mic, ceea ce se poate realiza numai dacă sarcina sa electrică scade foarte 
mult. Ideal ar fi ca această contribuţie să fie nulă, dar pentru aceasta trebuie ca şi 
sarcina electrică să fie nulă, condiţii în care experienţa devine irealizabilă, 
deoarece, conform relaţiei (2.4), odată cu sarcina se anulează şi forţa exercitată 
asupra corpului de probă. Prin trecere la limită idealizată, se poate considera 
intensitatea câmpului electric în vid definită prin relaţia:  

 

( ) ( )
q

,q
lim qv

0qv

rF
rE

→
= .                                     (2.6) 

                              

Experienţa arată că relaţia (2.6) stabilită prin analiza datelor experimentale, 
este verificată şi în regim variabil în care atât sarcina electrică cât şi intensitatea 
câmpului electric sunt variabile în timp. Deoarece pentru introducerea lui Ev(r) nu 
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s-a apelat la relaţii analitice, intensitatea câmpului electric în vid este o mărime 
primitivă, de stare locală şi instantanee a câmpului electric în vid. 

Din punctul de vedere al unităţii de măsură, relaţia (2.6) constituie o relaţie 
de definiţie şi deci intensitatea câmpului electric în vid Ev(r) este o mărime 
secundară. 

În Sistemul Internaţional de Unităţi (SI), unitatea lui Ev se numeşte volt pe 
metru (V/m)  (v. par. 2.12.1) şi este vectorul câmp electric în care asupra corpului 

punctiform cu sarcina electrică de un coulomb, 
acţionează o forţă egală cu un newton. 

Examinând câmpul electric, se poate 
determina intensitatea câmpului în toate punctele 
sale, după care se pot construi o serie de curbe astfel 
încât, în fiecare punct al lor, vectorul Ev este 
orientat după tangentă şi în acelaşi sens (fig. 2.1).  
Aceste curbe se numesc liniile intensităţii câmpului 
electric sau, pe scurt, linii de câmp. Acestea sunt 

prevăzute cu săgeţi care indică sensul vectorului Ev. Sensul liniei de câmp este 
sensul de deplasare a particulei încărcate cu sarcină electrică pozitivă. Notând cu 
ds elementul de lungime al liniei de câmp, orientat în sensul acesteia, relaţia  

Ev

ds 

Fig. 2.1 

 

0v =×Eds                                                   (2.7) 
 

constituie ecuaţia diferenţială a liniei de câmp electric. 
Ansamblul liniilor de câmp formează spectrul câmpului electric. Liniile de 

câmp se trasează astfel încât prin fiecare unitate de arie transversală, numărul lor să 
fie proporţional cu modulul vectorului Ev. Concentrarea liniilor de câmp indică 
domeniul de câmp intens. Deoarece, în fiecare punct vectorul Ev este univoc 
determinat, liniile de câmp nu se intersectează. Câmpul electric se numeşte omogen 
sau uniform dacă în fiecare punct vectorul Ev are aceeaşi valoare şi orientare, 
liniile de câmp fiind paralele şi echidistante (fig. 2.2).  

 Se consideră o curbă închisă Γ; totalitatea liniilor de câmp prin punctele 

curbei Γ alcătuiesc o suprafaţă S numită tub de câmp (fig. 2.3). Deoarece nici o 
linie de câmp nu înţeapă suprafaţa tubului de câmp, numărul liniilor de câmp prin 
orice secţiune transversală de contur Γ1,…, Γn este acelaşi. Dacă aria secţiunii 
transversale este infinit mică, tubul se numeşte elementar. 

Ev

ΓΓ1

Γn

Fig. 2.2                                                      Fig. 2.3 

 
 



 24 

 
2.4. SARCINA ELECTRICĂ A CORPURILOR FINITE 

 
Se consideră un corp de dimensiuni finite introdus într-un câmp electric 

uniform Ev. Se măsoară forţa Fq care se exercită  asupra corpului şi efectuând 
raportul dintre modulul forţei şi modulul vectorului câmp electric, se determină 

sarcina lui electrică, 
v

q

E
F

q = .  

 
2.4.1. Conservarea sarcinii electrice 
  

Dacă unui corp încărcat iniţial cu sarcină electrică pozitivă, i se transmite 
succesiv sarcină electrică negativă, se constată că sarcina electrică pozitivă a 
corpului se reduce treptat, apoi corpul devine neutru şi în continuare se încarcă cu 
sarcină negativă. Rezultă că sarcinile electrice de semne opuse se compensează; 
chiar în stare neutră corpurile au sarcini electrice atât pozitive cât şi negative, dar 
fiind în cantităţi egale, se neutralizează. Sarcina electrică pozitivă care încarcă un 
corp reprezintă excesul de sarcină pozitivă faţă de sarcina negativă şi invers. 
Producerea sau suprimarea unei sarcini de un semn într-un sistem fizic izolat este 
însoţită de producerea sau suprimarea unei sarcini egale dar de semn opus. Prin 
fragmentarea unui corp încărcat cu sarcină electrică şi izolat de exterior, suma 
sarcinilor care încarcă fragmentele corpului rămâne neschimbată. Aceasta este 
proprietatea de conservare a sarcinii electrice şi constituie o formă particulară a 
unei proprietăţi mai generală descrisă de legea de conservare a sarcinii electrice (v. 
par. 5.5.2). 

Dacă într-un sistem fizic sarcinile electrice q1, q2,…, qn, în general variabile 
în timp, satisfac condiţia că în fiecare moment suma lor este nulă, 

 

0q
n

1k
k =∑

=
,                                                     (2.8) 

 

ele alcătuiesc un sistem complet de sarcini electrice; dacă suma lor este nenulă, ele 
alcătuiesc un sistem incomplet de sarcini electrice. În aceste condiţii, în acord cu 
proprietatea de conservare, prezenţa sarcinii electrice q într-un sistem fizic 
presupune existenţa unei sarcini – q în sistemele fizice din exterior.  

 
2.4.2. Distribuţii de sarcină 

 

Din punct de vedere macroscopic, deoarece se admite că substanţa este 
uniform distribuită în domeniul ocupat de un corp, atunci este necesar să se admită 
că şi sarcina electrică este continuu distribuită în acel domeniu. În acest sens, 
noţiunea de sarcină a unui corp punctiform este o idealizare a realităţii fizice. Acest 
concept se foloseşte atunci când se studiază câmpul electric stabilit de un corp de 
dimensiuni mici, încărcat electric, în puncte aflate la distanţe mari faţă de el. Starea 
de încărcare electrică locală a unui corp şi deci distribuţia sarcinii electrice este 
caracterizată de mărimea scalară derivată numită densitate de sarcină electrică. 
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 Dacă sarcina electrică este distribuită ocupând un volum, corpul este încărcat 
cu sarcină electrică de volum. Mărimea scalară ρv egală cu limita raportului dintre 
sarcina elementară Δq care încarcă elementul de volum Δv (fig. 2.4, a), şi 
elementul de volum Δv, când acesta tinde către zero, se numeşte densitate de 
volum (volumică sau volumetrică) a sarcinii electrice: 
 

    
dv
dq

v
qlim

0vv =
Δ
Δ

=ρ
→Δ

.                                            (2.9) 
 

Dacă sarcina este distribuită în volumul unui strat a cărui grosime este 
neglijabilă faţă de dimensiunile suprafeţei stratului, corpul este încărcat cu sarcină 

electrică de suprafaţă. Similar se defineşte densitatea de suprafaţă (sau 
superficială) a sarcinii electrice, ρA, (fig. 2.4, b): 

 

dA
dq

A
qlim

0AA =
Δ
Δ

=ρ
→Δ

 .                                      (2.10) 
 

Dacă sarcina electrică este distribuită în volumul unui tub ale cărui 
dimensiuni transversale sunt neglijabile faţă de lungime, încât să poată fi 
considerat filiform, corpul (firul sau linia) este încărcat cu sarcină electrică liniară 
(sau lineică), iar mărimea ρl (fig. 2.4, c) definită de relaţia 

 

ds
dq

s
qlim

0ll =
Δ
Δ

=ρ
→Δ

                                         (2.11) 
 

se numeşte densitate de linie (sau lineică) a sarcinii electrice. 
Dacă sarcina electrică încarcă corpuri ale căror dimensiuni sunt neglijabile 

în raport cu distanţele care le separă, distribuţia de sarcină este punctiformă sau 
discretă. 

 
 

2.5. CÂMPUL ELECTROSTATIC ÎN VID PRODUS DE 
 SARCINI ELECTRICE 

 
Proprietăţile electrice ale aerului fiind asemănătoare cu ale vidului, câmpul 

electrostatic stabilit în aer se poate aproxima cu cel din vid. Teoria câmpului 

ρv⋅Δv 

Δv 
 

Aρ

ΔA

A⋅Δ

S

Δs C
ρl⋅Δs 

       a.                                       b.                                    c. 
Fig. 2.4 
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electrostatic în vid stabilit de sarcini electrice se elaborează pe baza experienţelor 
lui Coulomb, principiului acţiunii şi reacţiunii şi a principiului superpoziţiei 
efectelor. 

 
2.5.1. Experienţele lui Coulomb 
 

Se consideră sarcinile electrice q1 şi q2 care încarcă două corpuri 
punctiforme situate în vid la distanţa r (fig. 2.5). Forţele F12, respectiv F21 care se 
exercită asupra primului corp, respectiv asupra celui de al doilea corp au 
următoarele proprietăţi: 
• satisfac principiul acţiunii şi reacţiunii; forţa F21 pe care o exercită primul corp 
asupra celui de al doilea corp, este egală şi de sens opus cu forţa F12 pe care o 
exercită cel de al doilea corp asupra primului, F12 = - F21; 
• dacă sarcinile sunt de acelaşi semn, forţele sunt de respingere, iar dacă sarcinile 
sunt de semne opuse, forţele sunt de atracţie; 
• în valoare absolută, forţele sunt proporţionale cu produsul sarcinilor şi invers 
proporţionale cu pătratul distanţei: 
 

2
21

e2112 r
qqFF Λ==  ,                                         (2.12) 

 

unde: Λe este o constantă universală, referitor la proprietăţile electrice ale vidului, 

având expresia: 
0

e 4 επ
χ

=Λ ; χ - coeficientul de raţionalizare, egal cu 4π în 

sistemele de unităţi neraţionalizate şi cu unitatea în sistemele raţionalizate; ε0 – 
permitivitatea vidului. 

 Notând cu u12, respectiv u21 versorii orientaţi de la corpul 1 către corpul 2, 
respectiv de la corpul 2 către corpul 1, forţele lui Coulomb F12 şi F21 au 
următoarele expresii: 
 

122
12

0
21212

21

0
12 r

qq
4

;
r
qq

4
uFuF

επ
χ

=
επ
χ

= .                     (2.13) 

     

Sistemul Internaţional de Unităţi fiind raţionalizat, χ = 1, şi ţinând seama de 
definiţia coulombului (v. par. 2.2), valoarea lui ε0 se obţine luând în (2.12): r = 1m, 
q1 = q2 = 1C, F12 = F21 = 9⋅109N, adică 

F12

q1 > 0 

u12

r 
u21

q2 > 0 

F21 F12

q1  < 0 

u12

r 
u21

q2 < 0 

F21

F12

q1 > 0 
u12

r 
u21

q2 < 0 

F21 F12

q1  < 0 

u12

r 
u21

q2 > 0 

F21

Fig. 2.5 
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,
m1

C1C1
4

1N109 2
0

9 ⋅
επ

=⋅      

   

de unde rezultă: 
 

metru
Farad

1036
1

90 π
=ε .                                     (2.14) 

 
2.5.2. Câmpul electrostatic în vid al sarcinilor electrice punctiforme 

 

În conformitate cu relaţia (2.4), forţa F12 este egală cu produsul dintre 
sarcina electrică q1 şi vectorul câmp electric în vid E12 stabilit de sarcina electrică 
q2 (fig. 2.5): 

 

F12 = q1E12.                                             (2.15) 
 

 Similar, forţa F21 este egală cu produsul dintre sarcina electrică q2 şi 
vectorul câmp electric în vid E21 stabilit de sarcina q1 (fig. 2.5): 

 

F21 = q2E21.                                            (2.16) 
 

Luând χ = 1, din relaţiile (2.13), (2.15) şi (2.16) se obţine: 
 

.
r
q

4
1;

r
q

4
1

122
1

0
21212

2

0
12 uEuE

πε
=

επ
=                    (2.17) 

 

Rezultă că o sarcină electrică punctiformă q, situată în vid, stabileşte într-un 

este radial, proporţional cu sarcina q şi invers proporţional cu pătratul distanţei: 
 

punct oarecare P situat la distanţa r, un câmp electrostatic al cărui vector câmp Ev 

q > 0 

ur r P Ev

q < 0 

ur r P Ev

Fig. 2.6 

q1< 0 

q2 > 0 

qk > 0 
qn < 0 

P 
Ev1 Ev2

Evk 

Evn
r1

r2

rk

rn

Fig. 2.7 

3
0

r2
0

v r4
qq1 r

r4
uE

επ
=

επ
= ,                                     (2.18) 

unde 

 

rr
ru =  este versorul direcţiei r. 
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Vectorul Ev este orientat de la corpul punctiform spre infinit, dacă sarcina este 
pozitivă şi către corp, dacă sarcina este negativă (fig. 2.6). 
 

2.5.3. Câmpul electrostatic în vid al sarcinilor electrice distribuite  
 

Dacă sarcina electrică este distribuită, intensitatea câmpului electric 
elementar dEv stabilit de sarcina electrică elementară dq se calculează cu relaţia 
(2.18): 

 

3
0

v r4
dq rdE
επ

= .                                              (2.19) 

 

Dacă sarcina electrică este distribuită în volumul v cu densitatea de volum 
ρv, sarcina elementară care încarcă elementul de volum dv este dq = ρvdv şi 
intensitatea câmpului electric Ev se obţine integrând relaţia (2.19) pe volumul v: 

 

∫∫∫ρεπ
=

v
3v

0
v dv

r4
1 rE .                                     (2.20) 

 

Dacă distribuţia de sarcină elementară este superficială cu densitatea ρA, sau 
lineică cu densitatea ρl, în relaţia (2.19) se înlocuieşte dq cu ρAdA, sau ρlds şi 
vectorul Ev se obţine integrând relaţia (2.19) pe suprafaţa S sau pe linia C: 

 

∫∫ρεπ
=

S
3A

0
v dA

r4
1 rE ;  ∫ρεπ

=
C

3l
0

v ds
r4

1 rE .                (2.21) 

 
2.5.4. Principiul superpoziţiei  
 

Câmpul electrostatic în vid satisface principiul superpoziţiei: intensitatea 
câmpului electric Ev stabilită într-un punct din vid de n sarcini electrice 
punctiforme qk, este egală cu suma vectorilor Evk, k = 1, 2, …, n, pe care i-ar 
produce în acel punct fiecare dintre sarcinile punctiforme (fig. 2.7): 

 

∑∑
== επ

==
n

1k
k3

k

k

0

n

1k
vkv r

q
4

1 rEE .                                    (2.22) 

 

Dacă sarcinile sunt distribuite în volum, pe o suprafaţă, liniar şi discret, intensitatea 
câmpului electric Ev se calculează cu relaţia: 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ρ+ρ+ρ

επ
= ∑∫∫∫∫∫∫

=

n
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3
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v
3v

0
v r

qds
r

dA
r

dv
r4

1 rrrrE .          (2.23) 
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2.6. TEOREMA LUI GAUSS   

 
Se consideră o suprafaţă deschisă SΓ care se sprijină pe curba închisă Γ 

prevăzută cu un sens de parcurgere, situată în câmpul electric al unei sarcini 
punctiforme (fig. 2.8). Suprafaţa SΓ poate fi descompusă în elemente de suprafaţă 
dA ale căror contururi au sensul de parcurgere al curbei Γ. Elementele de suprafaţă 

dA sunt atât de mici încât suprafaţa fiecărui element este 
practic plană, iar vectorul câmp nu variază pe această 
suprafaţă. Elementul de suprafaţă are o mărime bine 
determinată şi defineşte o direcţie unică - cea a normalei 
pozitive n la suprafaţa elementului, orientată în sensul de 
înaintare al burghiului drept care se roteşte în sensul curbei 
Γ. Să reprezentăm această mărime şi direcţie printr-un 
vector; atunci, pentru fiecare element de suprafaţă există 
un vector dA = n dA care determină mărimea şi orientarea 
elementului de suprafaţă. Fie Ev vectorul intensitate câmp 
electric pe suprafaţa elementară dA. Produsul scalar EvdA 
îl numim fluxul vectorului câmp electric prin elementul de 

suprafaţă. Adunând fluxurile prin toate suprafeţele elementare, se obţine fluxul 
prin întreaga suprafaţă, o mărime scalară,  

Fig. 2.8 

Evn 
dA 

α 

SΓ 

q 

ΩΓ Γ 

 

∑
j

jjv dAE .                                            (2.24) 

 

Micşorând elementele de suprafaţă şi mărind numărul lor la infinit, se trece 
de la suma (2.24) la integrala de suprafaţă: 

 

∫∫∫∫
ΓΓ

=
S

v
S

v dAnEdAE  .                                   (2.25) 

 

Intensitatea câmpului electric Ev, într-un punct pe suprafaţa SΓ, situat la distanţa r 
de punctul în care presupunem că este concentrată sarcina q, se calculează cu 
ajutorul relaţiei (2.18): 

 

3
0

v r4
q rE
επ

= ,                                           (2.26) 

 

iar pentru fluxul vectorului câmp electric (2.25) se obţine: 
 

ΓΩ
επ

=
α

επ
=

επ
== ∫∫∫∫∫∫∫∫

ΓΓΓΓ 0S
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0S
v

S
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q
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qdA nrnEdAE ,  (2.27) 

 

unde  
 

∫∫
Γ

α
=ΩΓ

S
2r

cosdA                                            (2.28) 
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este unghiul solid sub care se vede curba Γ din punctul în care este situată sarcina 
q. 

Dacă sarcina electrică este distribuită şi ΩΓ este unghiul solid sub care se 
vede curba Γ din punctul în care este situată sarcina elementară dq, fluxul 
vectorului câmp electric prin suprafaţa SΓ este: 
 

 ∫∫∫ ΓΩ
επ

=
Γ D0S

v dq
4

1dAE ,                                  (2.29) 

  

unde integrala se efectuează pe domeniul D (care poate fi un volum, o suprafaţă 
sau o linie) pe care este distribuită sarcina electrică. 

Fie o suprafaţă închisă Σ de formă oarecare, trasată în câmpul electric al unei 
sarcini punctiforme q şi dA elementul de suprafaţă considerat ca vector după 
normala n, orientată din interiorul suprafeţei spre exterior. Fluxul vectorului câmp 
electric prin suprafaţa Σ este mărimea scalară egală cu integrala de suprafaţă a 
produsului scalar dintre vectorul Ev şi elementul de suprafaţă ndA: 

 

∫∫∫∫
ΣΣ

= dAvv nEdAE  .                                    (2.30) 

 

Se consideră că sarcina electrică q este situată în exteriorul suprafeţei închise 
Σ (fig. 2.9). Conul cu vârful în punctul în care se găseşte sarcina punctiformă ale 
cărui generatoare sunt tangente suprafeţei Σ determină o curbă Γ care separă două 

suprafeţe deschise SΓ şi S1
Γ ( ). Considerând un sens arbitrar de 

referinţă pe curba Γ, versorul normal al suprafeţei deschise S
Σ=∪ ΓΓ

1SS
Γ este identic cu 

versorul suprafeţei Σ, , iar versorul suprafeţei deschise SΣ=
Γ

nnS
1
Γ are sens opus, 

. Ca urmare, Σ−=
Γ

nn 1S 1SS
ΓΓ

Ω−=Ω şi deci unghiul solid din punctul exterior 

suprafeţei Σ în care se află sarcina q este nul: =ΩΣ  01SS =Ω+Ω
ΓΓ

, iar fluxul 

vectorului Ev prin suprafaţa închisă Σ este, de asemenea, nul,   
 

Fig. 2.10 
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0dAvv == ∫∫∫∫
ΣΣ

nEdAE .                                (2.31) 

 

 Dacă sarcina electrică punctiformă q este situată în interiorul suprafeţei 
închise Σ  (fig. 2.10), fluxul vectorului câmp electric prin suprafaţa Σ este:    
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unde  
 

π=
α

=Ω ∫∫
Σ

Σ 4
r
cosdA

2                                         (2.33) 

                            

este unghiul solid sub care se vede suprafaţa Σ din punctul în care este situată 
sarcina q. Prin urmare, pentru fluxul vectorului câmp electric prin suprafaţa închisă 
Σ se obţine: 
 

0
vv

qdA
ε

== ∫∫∫∫
Σ

Σ
Σ

nEdAE                                      (2.34) 

                          

În cazul sarcinii distribuite, fluxul vectorului câmp electric are expresia: 
 

0D0D0
v

qdq1dq
4

1
ε

=
ε

=Ω
επ

= Σ
Σ

Σ
∫∫∫∫ dAE ,                         (2.35) 

 

în care integrala se efectuează pe domeniul D pe care este distribuită sarcina 
electrică, iar qΣ este sarcina electrică din interiorul suprafeţei închise Σ trasată 
exclusiv prin vid.  

Relaţia (2.35) constituie forma integrală a teoremei lui Gauss. Teorema lui 
Gauss relevă legătura dintre câmp şi sursele sale, în mod opus teoremei lui 
Coulomb. Teorema lui Coulomb spune cum se determină câmpul electric atunci 
când sunt date sarcinile. Cu ajutorul teoremei lui Gauss se poate determina sarcina 
electrică într-o regiune oarecare dacă se cunoaşte câmpul. 

 
2.6.1. Inducţia electrică în vid. Fluxul electric în vid 
  

 Relaţia (2.35) se mai poate scrie sub forma: 
 

Σ
ΣΣ

==ε ∫∫∫∫ qvv0 dADdAE ,                                 (2.36) 

 

unde mărimea vectorială 
 

v0v ED ε=                                              (2.37) 
 

se numeşte inducţie electrică în vid. 
Conform relaţiei (2.36), unitatea de măsură a inducţiei electrice se numeşte 

coulomb pe metru pătrat (C/m2).  
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Mărimea scalară egală cu integrala de suprafaţă a produsului scalar dintre 
vectorul inducţie electrică Dv şi elementul de suprafaţă ndA, cu simbolul dacă 
suprafaţa este deschisă şi cu simbolul 

Γ
ΨS

ΣΨ dacă suprafaţa este închisă, se numeşte 
flux electric,  

 

∫∫
Γ

Γ
=Ψ

S
vS dAnD ; ∫∫

Σ
Σ =Ψ dAv nD .                        (2.38) 

 

Fluxul electric este o mărime derivată, având aceeaşi dimensiune cu sarcina 
electrică (v. relaţia 2.36); în sistemul de unităţi SI, unitatea de măsură este 
coulombul (C).  

 
 

2.7. STAREA DE POLARIZARE ELECTRICĂ. MOMENTUL 
ELECTRIC 

  
Spre deosebire de conductoare, care se electrizează numai prin încărcare cu 

sarcină electrică, dielectricii se pot electriza atât prin încărcare cât şi prin 
polarizare.  

Experienţa arată că asupra unui corp dintr-un material dielectric, un câmp 
electric exterior exercită acţiuni ponderomotoare şi, la rândul lui, produce un câmp 
electric propriu. Această stare de electrizare a corpului se numeşte stare de 
polarizare electrică.   

În modul cel mai simplu, această stare se poate realiza prin introducerea 
unui corp din material dielectric într-un câmp electric exterior. În acest caz, starea 
de polarizare dispare odată cu anularea câmpului, printr-un proces tranzitoriu de 
revenire în starea nepolarizată. Acest tip de polarizare se numeşte polarizare 
temporară. 

Starea de polarizare poate apărea şi ca rezultat al unor acţiuni de natură 
neelectrică, fiind independentă de existenţa unui câmp electric exterior. Acest tip 
de polarizare se numeşte polarizare permanentă şi se poate realiza prin procedee 
cum sunt, de exemplu, încălzirea (polarizarea piroelectrică), comprimarea 
(polarizarea piezoelectrică), topirea şi solidificarea în câmp electric exterior 
suficient de intens (polarizarea de electret). 

 
2.7.1. Momentul electric 
 

Pentru investigarea stării de polarizare electrică, se studiază acţiunile 
ponderomotoare pe care un câmp electric invariabil în timp le exercită în vid 
asupra unui mic corp aflat în această stare.  Experimental se constată că dacă acesta 
este situat într-un câmp electric uniform în lipsa corpului şi orientat potrivit faţă de 
vectorul Ev, asupra corpului acţionează un cuplu; dacă este situat într-un câmp 
neuniform şi este orientat potrivit faţă de neuniformitatea locală a câmpului, asupra 
corpului acţionează atât un cuplu cât şi o forţă.  
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Din analiza cantitativă a experimentului, se ajunge la concluzia că asupra 
corpului situat într-un câmp uniform acţionează un cuplu care poate fi exprimat 
prin relaţia (fig. 2.11): 

 

vp EpC ×= .                                             (2.39) 
 

Mărimea vectorială p care caracterizează global starea de polarizare electrică 
a micului corp se numeşte moment electric. Deoarece s-a introdus exclusiv prin 
interpretarea datelor experimentale, momentul electric este o mărime primitivă.  
Orientarea care trebuie dată micului corp pentru ca acest cuplu să fie nul, 

corespunde situaţiei în care direcţia câmpului este 
paralelă cu o axă particulară a corpului care 
reprezintă direcţia vectorului p şi care se numeşte 
axă de polarizare. Sensul vectorului p coincide cu 
sensul de pe axa de polarizare, care se suprapune 
cu sensul câmpului electric în vid, la anularea 
cuplului, în urma rotirii libere a micului corp 
polarizat (echilibrul stabil). Măsurarea cuplului 
maxim, care se exercită în situaţia în care axa de 
polarizare a micului corp este perpendiculară pe 

direcţia câmpului, şi precizarea ordinei în care se scrie produsul vectorial din 
relaţia (2.39) permite determinarea completă a vectorului p. În experienţa descrisă 
mai sus, s-a considerat că micul corp supus experienţei trebuie să fie polarizat 
permanent (pentru ca această stare să nu varieze la rotirea corpului în câmp). 
Rezultatul obţinut se poate generaliza inductiv şi pentru cazul în care corpul este 
polarizat temporar. Momentul electric total p al micului corp polarizat este suma 
unui moment electric pp corespunzător unei polarizări permanente şi a unui 
moment electric pt, corespunzător unei polarizări temporare: 

C 

Ev

p 

axă de 
polarizare 

Fig. 2.11 

 

p = pp + pt(Ev).                                         (2.40) 
 

  Dacă micul corp polarizat electric, de moment electric p, este situat într-un 
câmp electric staţionar şi local neuniform, asupra acestuia se exercită şi o forţă care 
se poate exprima prin relaţia [10]: 
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

↓

vvp gradgrad EpEpF ,                           (2.41) 

 

unde săgeata ↓ indică mărimea care se derivează, momentul electric p fiind 
constant. 
Într-un sistem de coordonate carteziene, relaţia (2.41) devine: 
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Măsurând componentele  ale forţei pentru o poziţie dată a corpului, iar câmpul 
electric fiind cunoscut, relaţiile (2.42) permit determinarea celor trei componente 
p

ipF

x, py, pz ale momentului electric. 
 Oricare din cele două relaţii (2.39) sau (2.41) permite introducerea 
momentului electric p, însă se utilizează de obicei relaţia pentru cuplu. 

Deoarece produsul scalar pEv creşte cu modulul lui Ev, urmează că forţa Fp 
tinde să deplaseze corpul spre regiunile unde câmpul este mai intens. În câmp 
electric uniform forţa Fp este nulă, ceea ce a permis definirea sarcinii electrice a 
corpurilor finite. Prin aducerea unui corp de dimensiuni finite şi polarizat electric 
într-un câmp electric uniform, forţa datorată stării de polarizare a corpului este nulă 
şi o eventuală forţă care s-ar exercita asupra corpului, s-ar datora exclusiv sarcinii 
lui electrice.  

Dacă un mic corp polarizat electric şi imobil, având momentul electric p şi 
încărcat cu sarcina electrică q, este situat într-un punct din vid, în care câmpul 
electric Ev este local neuniform, asupra lui se exercită următoarele acţiuni 
ponderomotoare:  
• o forţă  care conţine o componentă datorată sarcinii electrice q, de forma qEv şi 
o componentă datorată polarizării lui electrice, de forma (2.41): 
  

( ) vve gradq EpEF += ;                                         (2.43) 
 

• un cuplu care conţine o componentă datorată forţei Fqv şi o componentă de 
forma (2.39): 

 

vvq EpErC ×+×=e ,                                         (2.44) 
 

unde r este raza vectoare a punctului în care se află corpul în raport cu originea 
referenţialului.  

În sistemul de unităţi SI, unitatea de moment electric este egală cu produsul 
dintre unitatea de sarcină electrică şi unitatea de lungime şi se numeşte coulomb – 
metru (Cm) (v. par. 2.8, relaţia 2.49).  

 
2.7.2. Polarizaţia electrică  

 

Starea de polarizare electrică a unui corp foarte mic este complet 
caracterizată de momentul său electric. Momentul electric p este însă  insuficient 

pentru a descrie complet şi starea de polarizare a 
corpurilor masive polarizate Descrierea locală a stării 
de polarizare a unui corp masiv polarizat necesită 
introducerea unei mărimi derivate numită polarizaţie 
electrică.  

Prin fragmentarea corpului finit, polarizat 
electric, fiecare fragment de volum Δv are un moment 
electric elementar Δp. În acord cu principiul localizării 
acţiunilor fizice, starea de polarizare electrică a unui 

corp finit se caracterizează local prin mărimea vectorială P egală cu limita 

P 

Fig. 2.12 
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raportului dintre momentul electric elementar Δp şi elementul de volum Δv, când 
acesta tinde către zero (fig. 2.12), 

 

        
dvv0v

dppP =
Δ
Δ

=
→Δ

lim  ,                                           (2.45) 
 

numită polarizaţie electrică, egală cu densitatea de volum a momentului electric. 
 Din relaţia (2.45) rezultă că momentul electric rezultant p al corpului este 
egal cu integrala polarizaţiei P efectuată pe volumul v al corpului, 
 

∫∫∫=
v

dvPp .                                                (2.46) 

 

Liniile electrice ale polarizaţiei electrice sunt situate în întregime în 
interiorul corpurilor. În figura 2.13 sunt reprezentate liniile de câmp ale unei sfere 
uniform polarizată electric. 

Pentru toţi dielectricii, experienţa pune în evidenţă o dependenţă mai mare 
sau mai mică a stării lor de polarizare de câmpul electric în care se găsesc situaţi. 

Dielectricii al căror moment electric se anulează după suprimarea 
câmpului electric în care au fost aduşi se numesc cu polarizare 
electrică temporară, iar mărimile care îi caracterizează sunt 
momentul electric temporar pt şi polarizaţia electrică temporară 
Pt.  

Dielectricii care prezintă o polarizare electrică chiar şi în 
lipsa unui câmp electric din exteriorul lor, produsă de factori 

neelectrici, se numesc cu polarizare electrică permanentă. Mărimile care 
caracterizează polarizarea electrică permanentă sunt momentul electric permanent 
pp şi polarizaţia electrică permanentă Pp. 

P 

Fig. 2.13 

În general, momentul electric p al unui mic corp polarizat electric este egal 
cu suma dintre o componentă temporară pt şi o componentă permanentă pp (relaţia 
2.40). Separarea celor două componente este unică numai dacă termenul pp este 
independent de Ev, iar termenul pt se anulează odată cu Ev. Relaţiei (2.40) îi 
corespunde relaţia similară pentru polarizaţii: 
  

P = Pp + Pt(E),                                        (2.47)  
                       

unde E este intensitatea câmpului electric în corpuri. 
În sistemul de unităţi SI, unitatea de polarizaţie electrică se numeşte coulomb 

pe metru pătrat (C/m2) şi este egală cu polarizaţia electrică a unui corp uniform 
polarizat, care pe un metru cub are un moment electric egal cu un coulomb – 
metru. 

 
 
2.8. MODELUL DIPOLAR AL DIELECTRICILOR POLARIZAŢI 

 
Dielectricii sunt substanţe care nu conţin particule microscopice libere 

încărcate cu sarcină electrică, care să se poată deplasa la distanţe apreciabile faţă 
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de anumite poziţii de echilibru. Dielectricii sunt substanţe solide, lichide sau 
gazoase formate din sisteme de sarcini electrice neutre în ansamblu pentru mici 
domenii, adică suma sarcinilor electrice din interiorul acestor domenii este nulă, 

 

0q
n

1k
k =∑

=
.                                           (2.48) 

 

Din punct de vedere al repartiţiei sarcinilor electrice, dielectricii pot fi 
împărţiţi în trei grupe: 
• dielectrici constituiţi din particule grupate în molecule neutre. În această grupă 
intră toţi dielectricii gazoşi şi lichizi precum şi o parte din cei solizi; 
• dielectrici care, în afară de particule grupate în molecule neutre, conţin şi ioni 
fixaţi în anumite poziţii de echilibru, de exemplu în nodurile reţelei cristaline a 
corpului. Reţelele cristaline ionice sunt alcătuite din domenii elementare, iar 
fiecare domeniu este încărcat cu sarcini electrice pozitive şi negative egale în 
valoare absolută, astfel încât domeniul apare în ansamblu ca neutru. Acesta este 
cazul dielectricilor cristalini, cum sunt: cuarţul, mica etc.; 
• dielectrici care conţin în afară de molecule neutre şi molecule încărcate cu 
sarcini electrice pozitive şi negative egale în valoare absolută, denumite molecule 
dipolare. Din această categorie fac parte: celuloza, masele plastice termoreactive, 
sticla, masele sticloase etc. 

Spre deosebire de substanţele conductoare în care există un număr suficient 
de particule elementare cu sarcină libere, în substanţele dielectrice practic toate 
particulele elementare cu sarcină sunt legate prin forţe interatomice, sau 
intermoleculare şi nu pot părăsi sistemele de particule (atomi, molecule, ioni) din 
care fac parte. De aceea, aceste particule sunt denumite particule legate, iar 
sarcinile electrice corespunzătoare, sarcini electrice legate.  

Sub acţiunea unui câmp electric exterior, particulele încărcate cu sarcini 
electrice legate nu sunt smulse de la locul lor, ci se deplasează din poziţiile lor de 
echilibru în alte poziţii de echilibru apropiate. Astfel, sarcinile pozitive se 
deplasează în sensul câmpului, iar sarcinile negative în sens contrar, fără a părăsi 
sistemele neutre pe care le formează. Ca urmare se modifică repartiţia în spaţiu a 
sarcinilor electrice ale dielectricului. Starea nouă în care se află dielectricul este 
numită stare de polarizare electrică, iar fenomenul respectiv este denumit 
polarizare electrică. 

Există o serie de substanţe ale căror molecule, în absenţa unui câmp electric 
exterior, sunt electric neutre, adică sarcinile care intră în componenţa unei 
asemenea molecule, în medie, nu produc câmp electric în spaţiul exterior 
moleculei. O asemenea stare este posibilă, deoarece electronii care se rotesc cu 
viteze mari pe orbitele lor din interiorul atomilor, în spaţiul exterior sunt sesizaţi ca 
fiind în centrul orbitei şi se poate întâmpla ca centrul acţiunii electrice a tuturor 
electronilor din moleculă să coincidă cu centrul acţiunii nucleelor pozitive. Să 
examinăm comportarea moleculelor şi atomilor unor asemenea corpuri în câmp 
electric exterior, luând ca exemplu atomul cel mai simplu, atomul de hidrogen, al 
cărui model este redat schematic în figura 2.14, a. În jurul nucleului pozitiv 
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(proton) se roteşte pe orbita sa electronul negativ. În spaţiul exterior, câmpurile lor 
se compensează reciproc. Dacă atomul se află într-un câmp electric exterior, 
protonul şi electronul vor fi supuşi acţiunii forţelor F1 şi F2 (fig. 2.14, b), care 
acţionează în sensuri opuse. În urma acţiunii acestor forţe, orbita electronului se 
deformează şi se deplasează în raport cu nucleul. Acum centrele acţiunilor electrice 
a electronului şi protonului nu vor mai coincide şi în spaţiul exterior atomul va fi 
sesizat ca un sistem format din două sarcini electrice punctiforme egale şi de 

semne opuse, q şi – q, deplasate una faţă de alta cu distanţa s, considerată ca vector 
cu orientarea de la sarcina negativă către sarcina pozitivă. Acest sistem se numeşte 
dipol electric. Mărimea vectorială 
 

 sp qd =                                                (2.49) 
 

se numeşte momentul dipolului electric. Datorită forţelor de atracţie dintre 
electron şi nucleu, deplasarea s este foarte mică, practic proporţională cu 
intensitatea câmpului electric exterior. Dacă intensitatea câmpului electric exterior 
se anulează, dipolul dispare. Din acest motiv, se spune că dipolul obţinut este 
cvasielestic.  O deformaţie având caracter analog cu deformaţia pe care o suferă 
atomul de hidrogen în câmpul electric, o suferă şi atomii şi moleculele cu o 
construcţie mai complicată. Sub acţiunea câmpului electric exterior, toate 
particulele cu sarcini pozitive care intră în componenţa moleculei se deplasează în 
sensul câmpului, iar  toate particulele cu sarcini negative, în sens opus. Ca urmare, 
fiecare moleculă se transformă într-un dipol şi dielectricul ajunge în stare 
polarizată. Momentul electric al fiecărui dipol este paralel şi de acelaşi sens cu 
intensitatea câmpului electric exterior. Vectorul polarizaţie electrică P, adică suma 
momentelor electrice din unitatea de volum, este de asemenea proporţional, paralel 
şi de acelaşi sens cu intensitatea câmpului electric exterior.  Deoarece, în cazul 
descris, fenomenul de polarizare electrică rezultă dintr-o deformare 
intramoleculară, acest tip de polarizare este numită polarizare de deformare, sau 
polarizare diaelectrică. Substanţele la care predomină polarizarea de deformare 
sunt denumite substanţe diaelectrice.  

Există o altă clasă de substanţe dielectrice, ale căror molecule au moment 
electric diferit de zero chiar în lipsa unui câmp electric exterior. Astfel de molecule 
se numesc molecule polare. De exemplu, HCl ale cărui molecule sunt formate de 

⊕ 

E 

⊕

s
+ q - q 

F1

F2
E 

a                                            b   
                    Fig. 2.14                      
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ionul pozitiv al hidrogenului şi ionul negativ al clorului, situaţi la o anumită 
distanţă unul faţă de altul, se comportă ca nişte dipoli. În lipsa unui câmp electric 
exterior, mişcarea de agitaţie termică produce o aşezare dezordonată a moleculelor 
polare, astfel încât într-un element de volum, suma momentelor electrice ale 
moleculelor este nulă. În prezenţa unui câmp electric exterior, dipolii vor tinde să 
ocupe o poziţie în care axele lor să fie orientate de-a lungul liniilor câmpului 
electric. Acestei aşezări ordonate i se opune însă agitaţia termică. Ca urmare se va 
produce numai o oarecare rotire a dipolilor în direcţia câmpului. În acest caz, 
polarizaţia este egală cu suma momentelor electrice ale dipolilor din unitatea de 
volum. La efectul de orientare a axelor dipolilor se adaugă, de regulă, şi efectul de 
deformare a moleculelor. Experienţa arată că polarizaţia dielectricilor cu molecule 
polare este proporţională cu intensitatea câmpului electric exterior.  

Deoarece, în cazul descris, polarizarea electrică rezultă dintr-o orientare a 
moleculelor, acest tip de polarizare este numit polarizare de orientare sau 
polarizare paraelectrică. Substanţele la care predomină polarizarea de orientare 
sunt denumite substanţe paraelectrice.   

 
2.8.1. Dipolul electric 
 

Sistemul format din două sarcini electrice punctiforme egale şi de semne 
opuse qd şi - qd, situate la o distanţă finită s, considerată ca vector cu orientatea de 
la corpul cu sarcină negativă către cel cu sarcină pozitivă, se numeşte dipol electric 
sau dublet de sarcină electrică, de lungime finită (fig. 2.15). Sarcinile electrice qd şi 
-qd se numesc sarcini electrice dipolare, iar distanţa s dintre ele, lungimea 
dipolului. Dacă lungimea dipolului tinde către zero, iar sarcina dipolară creşte la 
infinit, încât la limită produsul lor este finit, 
 

( ) dd0s,q
qlim

d
ps =

→∞→
,                                            (2.50) 

 

sistemul se numeşte dipol electric elementar. Mărimea vectorială pd se numeşte 
moment dipolar sau momentul dipolului electric.  

Fie P un punct situat la distanţele r1, r2 de sarcinile +qd, respectiv –qd şi la 
distanţa r de punctul M, unde M este mijlocul distanţei dintre cele două sarcini (fig. 
2.15). Aplicând principiul suprapunerii efectelor, intensitatea câmpului 
electrostatic în punctul P din vid este dat de relaţia: 
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unde, 
21
srr −=  ; 
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srr += . 

Dezvoltând funcţiile ( ) ⎟
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Taylor şi reţinând numai primii doi termeni, se obţine:  
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Înlocuind expresiile (2.52) şi (2.53) în relaţia (2.51), rezultă: 
 

( ) ( ) 3d
0
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0

vd r
grad

4
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gradq

4
1 rprsE

επ
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Deoarece momentul dipolului este un vector constant, relaţia (2.54) se poate scrie 

sub forma următoare : 
 

⎟
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Într-un sistem de coordonate sferice (r, θ, ϕ) cu originea în centrul dipolului şi axa 
Oz în lungul dipolului, componentele Evr, Evθ şi Evϕ se determină cu relaţiile [10]: 
 

.0E;
r4

sinpE;
r2

cospE v3
0

d
v3

0

d
vr =

επ
θ

=
επ

θ
= ϕθ                    (2.55,a) 

 

Pentru a calcula forţa care se exercită asupra dipolului aflat în câmp electric, 
se presupune că în punctele M1, M2, M, intensitatea câmpului în care este introdus 
dipolul este Ev1, Ev2 şi respectiv Ev (fig. 2.16). Fie r1 = r - s/2 şi r2 = r + s/2 razele 
vectoare ale poziţiilor celor două sarcini punctiforme ale dipolului. Dezvoltând în 
serie Taylor vectorii Ev1 şi Ev2 şi reţinând numai primii doi termeni, se obţine: 
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( ) vvv1v grad
2

2/ EsEsrEE ⎟
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⎞
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( ) vvv2v grad
2

2/ EsEsrEE ⎟
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⎜
⎝
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Forţele care se exercită asupra dipolului au expresiile: 
 

vdvd1vd1qv grad
2

qqq EsEEF ⎟
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vdvd2vd2qv grad
2

qqq EsEEF ⎟
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⎜
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Forţa rezultantă Fd asupra dipolului este egală cu suma forţelor Fqv1 şi Fqv2: 
 

( ) ( ) vdvd2qv1qvd gradgradq EpEsFFF ==+= .                   (2.60) 
 

Cuplul Cd raportat la centrul dipolului este: 
 

vdvdvdvd1qv2qvd qq
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⎜
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Acest cuplu are tendinţa de a roti dipolul astfel încât sarcina pozitivă se 
deplasează în sensul câmpului, iar sarcina negativă în sens contrar câmpului.  

 
2.8.2. Teorema echivalenţei dintre un mic corp polarizat electric şi un  
                                         dipol electric elementar 
 

Un mic corp polarizat electric şi un dipol electric având momentele electric 
p şi dipolar  pd egale,  

 

p = pd ,                                               (2.62) 
 

sunt echivalente atât din punctul de vedere al acţiunilor ponderomotoare care se 
exercită asupra lor dacă sunt situate în câmp electric, cât şi al câmpului electric 
pe care îl produc în vidul din exteriorul lor. 
 În câmp electric uniform, asupra unui mic corp polarizat electric, de moment 
p, se exercită un cuplu Cp, iar în câmp neuniform se exercită şi o forţă Fp, care se 
calculează cu relaţiile (2.39), respectiv (2.41): 
 

Cp = p × Ev ;  .            (2.63) ( ) vvp gradgrad EpEpF =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

↓

 

În acelaşi câmp electric, conform relaţiilor (2.60) şi (2.61), acţiunile 
ponderomotoare la care este supus un dipol electric sunt:   

 

vEpC ×= dd  ; ( ) vdd grad EpF = .                        (2.64) 
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Dacă p = pd (2.62), rezultă: 
 

Cp = Cd ;  Fp = Fd  ,                                           (2.65)  
 

ceea ce demonstrează prima parte a teoremei.  
Pentru a demonstra cea de a doua parte a teoremei, se consideră cazul 

particular al introducerii unei sarcini punctiforme q în câmpul unui mic corp 
polarizat electric, respectiv în câmpul unui dipol (fig. 2.17). În cele două cazuri, 
asupra sarcinii punctiforme q se exercită forţele: 
 

vd
''

qvvp
'
qv q;q EFEF == ,                                       (2.66) 

 

unde Evp este intensitatea câmpului electric produs de micul corp polarizat, iar Evd 
este intensitatea câmpului electric produs de dipol.  

Pe de altă parte, în câmpul electric produs de sarcina q, asupra micului corp 

polarizat acţionează forţa Fp, iar asupra dipolului forţa Fd. Conform principiului 
acţiunii şi reacţiunii, d

''
qvp

'
qv , FFFF ==  şi ţinând seama de (2.652), rezultă: 
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''

qv
'
qv FF = ,                                                 (2.67) 

 

sau 
 

vdvp EE = ,                                                (2.68) 
        

ceea ce demonstrează şi a doua parte a teoremei. 
Teorema de echivalenţă este utilă în tratarea câmpului electric în dielectrici; 

un corp masiv polarizat electric poate fi divizat în mici corpuri polarizate, iar 
acestea la rândul lor pot fi substituite prin dipoli echivalenţi. Deci problema 
câmpului poate fi tratată ca şi cum aceasta ar fi în vid. Ca urmare, se pot utiliza 
toate metodele de tratare a câmpului electrostatic în vid. Câmpul electric într-un 
punct, în prezenţa unei substanţe, poate fi calculat prin aplicarea principiului 
superpoziţiei luând în considerare corpurile încărcate cu sarcini electrice 
(adevărate) cât şi sarcinile electrice dipolare rezultate din substituirea substanţei 
printr-un ansamblu de dipoli electrici elementari.  
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2.8.3. Câmpul corpurilor polarizate electric 
 

Relaţia (2.55) permite calculul intensităţii câmpului electric produs de un 
mic corp polarizat, înlocuind pd cu p:  
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Deoarece, 
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relaţia (2.69) devine: 
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În cazul unui corp masiv polarizat electric, acesta se fragmentează în 
elemente de volum, fiecare element de volum dv având momentul electric 
elementar . Câmpul electric elementar dEdvPdp = vp produs în vid de momentul 
electric elementar dp se calculează cu relaţia (2.69): 
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şi prin integrare pe volumul v al corpului rezultă intensitatea câmpului electric 
produs în vid de corpul masiv polarizat electric:  
 

( )∫∫∫επ
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Relaţia (2.73) nu se poate aplica dacă polarizaţia este exclusiv temporară, 
datorită dependenţei acesteia de câmpul electric.  

 
 2.8.4. Sarcina electrică de polarizaţie din interiorul unei suprafeţe  
                                   închise care se află într-un dielectric 

 

Pentru a descrie comportarea corpurilor polarizate în câmp electric, cât şi 
pentru a calcula câmpul electric produs de acestea, se pot utiliza sarcinile electrice 
de polarizaţie. Acestea sunt sarcini electrice fictive, care ar produce o stare de 
electrizare echivalentă cu starea de polarizare a unui corp. 

Echivalenţa dintre momentul electric al unui mic corp polarizat electric şi 
momentul dipolar al unui sistem de două sarcini punctiforme dipolare, permite 
studiul polarizării electrice a unui corp masiv pe modelul repartiţiei de dipoli, 
respectiv de sarcină electrică dipolară. 
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Fie Σ o suprafaţă închisă trasată în interiorul unui corp polarizat (fig. 2.18 a). 
Se fragmentează corpul în volume elementare de forma unor prisme ale căror 
muchii Δs sunt paralele cu polarizaţia P. Momentul electric elementar Δp al 
elementului de volum Δv se calculează cu relaţia (2.45) şi are expresia: 

 

( ) ( ) ΔsΔsΔAPΔsΔAPPΔp dqv Δ===Δ= ,                    (2.74) 
 

unde s-a considerat că fiecare fragment de moment electric Δp este echivalent cu 

un dipol elementar cu sarcinile dipolare Δqd şi -Δqd, situate la distanţa Δs (fig. 2.18, 
b). Contribuţia la sarcina dipolară totală din interiorul suprafeţei Σ a fragmentelor 
neintersectate de suprafaţă este nulă; fragmentelor intersectate ale căror sarcini 
dipolare pozitive Δqd sunt situate în interiorul acesteia, le corespund unghiuri 

 cuprinse între π/2 şi π, iar celor ale căror sarcini dipolare negative -Δq( nP,∠ ) d 
sunt situate în interiorul suprafeţei Σ, le corespund unghiuri cuprinse între zero şi 
π/2. Ca urmare, în relaţia (2.74) Δqd are forma următoare: 

 

dAqd nP−=Δ ,                                              (2.75) 
 

unde n este versorul normalei la suprafaţa Σ, orientat din interior spre exterior.  
La limită, integrând ambii membri ai relaţiei (2.75), se obţine sarcina dipolară 
totală din interiorul suprafeţei Σ şi care se notează cu qp: 

 

∫∫
Σ

−= dAqp nP  .                                            (2.76) 

 

 Excesul de sarcină electrică dipolară de un semn faţă de sarcina dipolară de 
semn contrar din interiorul suprafeţei Σ se numeşte sarcină de polarizaţie electrică 
qp, egală cu integrala de suprafaţă luată cu semn schimbat a polarizaţiei P. Ca 
urmare, starea de polarizare electrică a corpului este echivalentă cu o stare de 
încărcare cu sarcină electrică de polarizaţie. 
 Ţinînd seama de localizarea polarizării electrice, sarcina de polarizaţie qp se 
repartizează cu densitate de volum ρvp, care se defineşte la fel ca densitatea de 
volum a sarcinii electrice adevărate, adică: 
 

dv
dq

v
q

lim pp

0vvp =
Δ
Δ

=ρ
→Δ

                                        (2.77) 
 

P 
Δv Σ Δp = ΔqdΔs 

Δs +Δqd- qd Δ
Δs

Σ
∫∫
Σ

−= dAq
p

nP

a                                                       b
Fig. 2.18 
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şi deci, 
 

∫∫∫
Σ

ρ=
v

vpp dvq .                                           (2.78) 

 

 Fie Sd o suprafaţă de discontinuitate a polarizaţiei, care separă domeniile 
dielectrice 1 şi 2 în care polarizaţiile P1 şi P2 sunt funcţii continue de punct (fig. 

2.19). Se consideră cilindrul elementar a cărui 
generatoare Δh este normală pe Sd şi fie n1 şi n2 
versorii feţelor cilindrului orientaţi din interiorul 
acestuia spre exterior. La limită, pentru Δh → 0, 
fluxul elementar al polarizaţiei prin suprafaţa 
cilindrului corespunde exclusiv celor două feţe şi 
relaţia (2.76) se scrie sub forma: 
 

( ) Aq 2211p Δ+−=Δ nPnP

 Dacă se notează cu ρAp 

1 
2 

Sd
P1

n1
P1n

P2P2n

n2

ΔA 
Δh 

Fig. 2.19 .           (2.79)                     
 

densitatea de suprafaţă a sarcinii de polarizaţie, 
definită la fel ca densitatea de suprafaţă a sarcinii electrice adevărate, 
 

dA
dq

A
q

lim pp

0AAp =
Δ
Δ

=ρ
→Δ

,                                    (2.80) 
 

in relaţiile (2.79) şi (2.80) se obţine: d
 

( ) ( )2211
2211

0A

p

0AAp A
Alim

A
lim nPnPnPn

+−=
q P

Δ
Δ+

−=
Δ

=ρ
→Δ→Δ

.        (2.81) 

 Notând cu n12 versorul normal pe Sd, orientat dinspre domeniul 1 spre

Δ

 

 
domeniul 2 (n12 = n2 = -n1), relaţia (2.81) devine: 
 

( ) ( ) n2n121122211Ap PP −=−=+−=ρ PnnPnP P ,                  (2.82) 
 

nde P1n = P1⋅cosα1 = P1n12 şi P2n = P2⋅cosα2 = P2n12. 
laţia (2.82) rezultă că pe 

ste vid (P2 = 0), 
a sup

 

u
 Din re
suprafaţa de separaţie Sd a două domenii 
dielectrice, densitatea de suprafaţă a 
sarcinii electrice de polarizaţie ρAp este 
egală cu diferenţa componentelor 
normale ale polarizaţiei.  

Dacă domeniul 2 e

_ 
_ 

_ 
_ 

_ 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

ρAp< 0 ρAp > 0 

P n n 

Fig. 2.20 l rafaţa corpului polarizat densitatea 
ρAp are expresia: 

α= cosPn ,         =ρAp P                              (2.83) 
                      

n fiind versorul normalei orientat spre vid. 
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În punctele de pe suprafaţa corpului în care liniile lui P se termină, 
densitatea de sarcină este pozitivă, ρAp > 0, iar în punctele în care liniile lui P 
încep, densitatea este negativă, ρAp < 0 (fig. 2.20). 
 Sarcina de polarizaţie a unui corp polarizat electric situat în vid este nulă 
deoarece suma sarcinilor dipolare din interiorul corpului este nulă, iar sarcina de 
polarizaţie care încarcă suprafaţa corpului este de asemenea nulă (integrala de 
suprafaţă a densităţii superficiale de sarcină pozitivă fiind egală şi de semn opus cu 
integrala de suprafaţă a densităţii de sarcină negativă).  
 Atât sarcina electrică de polarizaţie qp cât şi densităţile ei de volum ρvp şi de 
suprafaţă ρAp sunt mărimi derivate, unităţile lor de măsură fiind aceleaşi cu cele ale 
sarcinii adevărate, respectiv ale densităţilor acesteia. 

 
 

2.9. INTENSITATEA CÂMPULUI ELECTRIC ŞI INDUCŢIA 
ELECTRICĂ ÎN DIELECTRICI 

 
Se consideră un corp încărcat cu sarcina qΣ > 0 înconjurat de un dielectric 

(fig. 2.21). Sub acţiunea câmpului electric stabilit de sarcina qΣ, dielectricul se 
polarizează. Dielectricul masiv polarizat electric poate fi divizat în mici corpuri 
polarizate, iar acestea la rândul lor pot fi substituite prin dipoli echivalenţi. Deci 

problema câmpului poate fi tratată ca şi cum aceasta ar fi în 
vid. Prin urmare, se poate utiliza teorema lui Gauss, luând în 
considerare corpul încărcat cu sarcina electrică (adevărată) qΣ 
cât şi sarcinile electrice dipolare rezultate din substituirea 
substanţei printr-un ansamblu de dipoli electrici elementari. În 
acest sens, se consideră o suprafaţă închisă Σ trasată prin 
dielectric şi care nu intersectează corpul încărcat cu sarcină 
electrică. Sarcina totală conţinută în interiorul suprafeţei 

închise Σ este qtΣ = qΣ + qp, unde qp este sarcina de polarizaţie din interiorul 
suprafeţei închise Σ (2.76). Notând cu E vectorul intensitate a câmpului electric în 
interiorul dielectricului şi aplicând teorema lui Gauss (2.35), se obţine:   

+qΣ 
-qp 

+qp 

Fig. 2.21 

Σ 

 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

ε
=+

ε
= ∫∫∫∫

Σ
ΣΣΣ

Σ
Σ dAq1qq1dA

0
p

0

nPnE ,                 (2.84) 

 

sau 
 

( ) Σ
Σ

Σ =+ε∫∫ qdA0 nPE .                                    (2.85) 

 

În relaţia (2.85), mărimea vectorială 
 

D = ε0E+P                                                 (2.86) 
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este numită inducţie electrică în corpuri, iar E intensitate a câmpului electric în 
corpuri. 

Pentru dielectricii fără polarizaţie permanentă, Pp = 0, relaţia (2.86)devine: 
  

D(E) = ε0E + Pt(E).                                           (2.87) 
 

Un material dielectric este izotrop dacă sub acţiunea unui câmp electric 
având orice orientare în corp, se polarizează temporar în direcţia câmpului şi este 
liniar dacă local polarizaţia temporară Pt este proporţională cu intensitatea 
câmpului electric E (v. par. 2.8): 

 

EP e0t χε= .                                                        (2.88) 
 

 Mărimea adimensională χe se numeşte susceptivitate electrică. În general, 
mărimea χe  deşi independentă de E depinde de condiţii neelectrice (temperatură, 
presiune, etc.). 
 Introducând (2.88) în (2.87), se obţine:  
 

( )EEED e0e00 1 χ+ε=χε+ε= ,                             (2.89) 
 

unde mărimea adimensională  
    

                                re1 ε=χ+                                               (2.90) 
 

se numeşte permitivitate relativă. 
 Înlocuind (2.90) în (2.89) se obţine: 
 

 EED ε=εε= r0 ,                                                 (2.91) 
    

unde  
 

r0 εε=ε                                                 (2.92) 
 

se numeşte permitivitate absolută. 
Observaţii. 
a. Polarizaţia P este o mărime care caracterizează corpul şi dacă se 

presupune dată, ar rezulta că inducţia D nu este independentă deoarece se exprimă 
printr-o relaţie liniară, D=ε0E+P, în funcţie de E şi P şi deci pentru caracterizarea 
câmpului electric în dielectrici ar fi suficient numai E. Deoarece pentru dielectricii 
cu polarizaţie temporară vectorul Pt este funcţie de E (2.88), relaţia (2.87) are 
forma: D(E)=ε0E+P(E) şi deci pentru caracterizarea câmpului electric în dielectrici 
sunt necesare două mărimi E şi D(E). 

b. Mărimile E şi D sunt mărimi derivate, iar din punctul de vedere al 
unităţilor de măsură sunt mărimi secundare. În sistemul de unităţi SI, unitatea lui E 
(v. relaţia 2.137) este volt pe metru (V/m) şi a lui D (v. relaţia 2.93) este coulomb 
pe metru pătrat (C/m2).  
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2.9.1. Teorema fluxului electric  
 

a. Forma integrală a teoremei fluxului electric. Ţinând seama de relaţiile 
(2.85) şi (2.86), fluxul electric ΨΣ prin suprafaţa închisă Σ, este  

 

Σ
Σ

ΣΣ ==Ψ ∫∫ qdAnD .                                                (2.93) 

 

Relaţia (2.93) constituie forma integrală a teoremei fluxului electric: în 
regim electrostatic, fluxul electric ΨΣ printr-o suprafaţă închisă Σ trasată integral 
în corpuri (dielectrici sau conductoare), parţial în corpuri şi parţial în vid sau 
integral în vid este egal cu sarcina electrică (adevărată) qΣ din interiorul 
suprafeţei.  

 

b. Forma diferenţială (locală) a teoremei fluxului electric. 
Divergenţa inducţiei electrice. Notăm cu vΣ domeniul mărginit de suprafaţa 
închisă Σ care conţine sarcina electrică qΣ (fig. 2.22). Împărţim volumul vΣ în două 
volume, prin suprafaţa S delimitată de curba Γ. Fie v1 şi v2 aceste două părţi ale lui 
vΣ. Suprafaţa Σ1 ce delimitează volumul v1 include pe S ca şi suprafaţa Σ2 ce 

delimitează volumul v2. Este evident că suma integralelor pe cele două suprafeţe 
∫∫ ∫∫
Σ Σ

+
1 2

21 dADdAD va fi egală cu integrala pe întreaga suprafaţă ∫∫
Σ

dAD . Acest 

lucru se explică prin aceea că fiecare porţiune din S contribuie în mod egal cu un 
semn în prima integrală şi cu semn opus în a doua integrală, deoarece direcţia spre 
exterior într-un caz devine direcţie spre interior în celălalt (v. par. 2.6). Cu alte 
cuvinte, orice flux care iese din v1 prin suprafaţa S este un flux ce intră în v2. 
Restul suprafeţei este identic cu cel al volumului iniţial întreg. Continuăm 
divizarea volumului vΣ într-un număr mare de porţiuni (elemente de volum) v1, v2, 
…, vn, cu suprafeţele ce le delimitează Σ1, Σ2, …, Σn. Indiferent de numărul 
elementelor de volum, 

S 
v1 

v2 

Σ 
Σ1 îl cuprinde pe S 

Σ2 îl cuprinde pe S 

Fig. 2.22.

 

∑∫∫ ∫∫
= Σ Σ

ΣΨ==
n

1k
k

k

dADdAD .                               (2.94) 

 

La limită, când n devine foarte mare, vrem să găsim ce este caracteristic pentru o 
porţiune foarte mică şi în final pentru vecinătatea unui punct. 
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Dacă continuăm divizarea, n devine 2n şi integrala de sub suma din relaţia (2.94) 
se împarte în doi termeni, fiecare din ei mai mic decât cel dinainte de divizare, 
deoarece suma lor rămâne constantă. Cu alte cuvinte, pe măsură ce luăm volume 
din ce în ce mai mici în jurul aceluiaşi punct, integrala de suprafaţă pe unul din 
aceste volume se micşorează continuu. Volumul se împarte de asemenea în două 
părţi a căror sumă dă volumul iniţial. Rezultă că trebuie să luăm în considerare 
raportul dintre integrala de suprafaţă şi volumul elementului din spaţiul divizat: 
 

k

k

v
k

∫∫
Σ

dAD
 .                                               (2.95) 

 

Evident, pentru n suficient de mare, adică pentru o divizare în porţiuni din ce în ce 
mai mici, la fiecare împărţire a integralei de suprafaţă în doi termeni şi volumul va 
fi împărţit în două. Continuând o asemenea divizare, în jurul unei anumite regiuni, 
acest raport tinde către o limită. Această limită este o proprietate caracteristică 
funcţiei vectoriale D în vecinătatea acestui punct. O numim divergenţa lui D şi o 
notăm divD. Înseamnă că valoarea divD în orice punct este egală cu: 
 

k

k

0v v
div k

k

∫∫
Σ

→
=

dAD
D lim   ,                                   (2.96) 

 

unde vk este volumul ce conţine punctul respectiv şi Σk suprafaţa ce delimitează 
acest volum şi peste care se ia integrala de suprafaţă. 

Noţiunea de divD poate fi formulată în modul următor: divD este fluxul pe 
unitatea de volum care iese din volumul vk, pentru vk infinit de mic. Evident, divD 
este o mărime scalară. Ea poate varia de la punct la punct, valoarea ei într-un punct 
oarecare fiind dată de limita raportului din relaţia (2.96) când vk devine din ce în ce 
mai mic, cuprinzând tot timpul punctul respectiv. În acest fel, divD este o funcţie 
scalară de coordonate. 
 Relaţia (2.94) poate fi scrisă sub forma: 
 

∑
∫∫

∑ ∫∫∫∫
=

Σ

= ΣΣ ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

n

1k k

k

k

n

1k
k v

v k

k

dAD
dADdAD .                    (2.97) 

 

La limită, când n → ∞, vk→ 0, termenul din paranteză devine divergenţa lui 
D şi suma trece într-o integrală de volum: 
 

∫∫ ∫∫∫
Σ Σ

=
v

dvdiv DdAD  .                                  (2.98) 

 

Această ecuaţie reprezintă teorema divergenţei. Ea este valabilă pentru orice câmp 
vectorial pentru care există limita din relaţia (2.96).  



 49

Dacă sarcina electrică qΣ din interiorul suprafeţei Σ se distribuie cu densitate 
de volum ρv, , aplicând teorema divergenţei relaţiei (2.93) se obţine: ∫∫∫

Σ

ρ=Σ
v

vdvq

 

∫∫ ∫∫∫∫∫∫
Σ

Σ
ΣΣ

ρ===Ψ
v

v
v

dvdvdiv DdAD .                     (2.99) 

 

Identificând integranzii ultimilor doi termeni, rezultă: 
 

vdiv ρ=D .                                            (2.100) 
 

Relaţia (2.100) reprezintă forma diferenţială (locală) a teoremei fluxului electric, 
exprimată prin relaţia locală dintre densitatea de sarcină şi câmpul electric: în 
fiecare punct din câmpul electrostatic divergenţa inducţiei electrice este egală cu 
densitatea de volum a sarcinii electrice.  

 Punctele din spaţiul câmpului D în care divD ≠ 0 se numesc sursele 
câmpului D. În consecinţă, sursele câmpului se află numai în acele puncte ale 

spaţiului unde există sarcini electrice. Din relaţia (2.100) rezultă că liniile de câmp 
electric sunt linii deschise care diverg din sursele pozitive ale câmpului (de 
divergenţă pozitivă, fig. 2.23, a) şi converg în sursele negative ale câmpului (de 
divergenţă negativă, fig. 2.23, b). Dacă divD = 0 (deci ρV = 0 ) se spune că în 
punctele respective câmpul nu are surse. Din anularea fluxului electric nu rezultă şi 
anularea inducţiei electrice. În acest caz, integrala efectuată pe porţiunile de 
suprafaţă prin care liniile de câmp ale inducţiei electrice intră în suprafaţa Σ este 
egală şi de semn opus cu integrala de suprafaţă pe porţiunile suprafeţei prin care 
liniile de câmp ies din Σ (fig. 2.23, c).  

ΨΣ = 0  

Σ 

ΨΣ>0  

Σ 

ΨΣ<0 

Σ 

   a                                    b                                      c 

Fig. 2.23 

 

 c. Forma locală a teoremei fluxului electric pe suprafeţe de 
discontinuitate. Relaţia (2.100) este valabilă numai în domeniile în care inducţia 
electrică este funcţie continuă de punct. Fie Sd o suprafaţă de discontinuitate a 
inducţiei electrice, care separă domeniile dielectrice 1 şi 2, omogene şi izotrope, în 
care inducţiile D1 şi D2 sunt funcţii continue de punct (fig. 2.24). Se consideră 
cilindrul elementar a cărui generatoare Δh este normală pe Sd şi fie n1 şi n2 versorii 
feţelor cilindrului orientaţi din interiorul acestuia spre exterior. La limită, pentru  
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Δh → 0, fluxul elementar prin suprafaţa cilindrului corespunde exclusiv celor două 
feţe şi relaţia (2.93) se scrie sub forma: 

 

( ) qA2211 Δ=Δ+ nDnD .                                     (2.101) 
 

Dacă se notează cu ρA densitatea de suprafaţă a sarcinii electrice pe suprafaţa Sd, 
rezultă:  
 

( ) ( 2211
2211

0A0AA A
Alim

A
qlim nDnDnDnD

+= )
Δ

Δ+
=

Δ
Δ

=ρ
→Δ→Δ

.           (2.102) 
 

 Notând cu n12 versorul normal pe Sd, orientat dinspre domeniul 1 spre 
domeniul 2 (n12 = n2 = -n1), relaţia (2.102) devine: 
 

( ) ( ) n1n21122211A DD −=−=+=ρ DDnnDnD 2 ,                (2.103) 
 

unde: D1n = D1cosα1 = D1n12 şi D2n = D2cosα2 = D2n12. 
 Din relaţia (2.103) rezultă că pe suprafaţa de separaţie Sd, densitatea de 

suprafaţă a sarcinii electrice ρA este egală cu 
diferenţa componentelor normale ale inducţiei 
electrice. Relaţia (2.103) constituie forma locală 
a teoremei fluxului electric pe suprafeţe de 
discontinuitate. 

1 
2 

Sd
D1

n1
D1n

D2D2n

n2

ΔA 
Δh 

Dacă densitatea de suprafaţă a sarcinii 
electrice ρA pe suprafaţa Sd este nulă, rezultă: 
 

n2n1 DD = .                       (2.104) 
 

Pe suprafaţa de separaţie neîncărcată cu sarcină 
electrică, componentele normale ale inducţiei electrice se conservă. 

Fig. 2.24 

Observaţie. Aplicând membrului al doilea al relaţiei (2.76) teorema 
divergenţei şi identificând cu membrul al doilea al relaţiei (2.78), se obţine: 
 

Pdivvp −=ρ .                                           (2.105) 
                           

Relaţia (2.105) este valabilă numai în domeniile în care polarizaţia este 
funcţie continuă de punct. 
 

 
2.10. CÂMPUL ELECTROSTATIC AL SARCINILOR ELECTRICE ÎN 

DIELECTRICI LINIARI, IZOTROPI ŞI OMOGENI, FĂRĂ 
POLARIZAŢIE ELECTRICĂ PERMANENTĂ 

 
2.10.1. Câmpul electrostatic al sarcinilor punctiforme 
  

Se consideră o sarcină punctiformă q situată într-un dielectric liniar, izotrop 
şi omogen, fără polarizaţie electrică permanentă (fig. 2.25). Aplicând teorema 
fluxului electric pe o suprafaţă închisă Σ de forma unei sfere de rază r, rezultă: 
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q=ε= ∫∫∫∫
ΣΣ

dAEdAD .                                    (2.106) 

 

Din motive de simetrie, vectorii E şi dA sunt paraleli şi de acelaşi sens şi 
intensitatea câmpului electric are aceeaşi valoare în orice punct care se află la 
aceeaşi distanţă de sarcina q. Prin urmare, relaţia (2.106) devine: 
 

qr4EdAE 2 =πε=ε ∫∫
Σ

.                                 (2.107) 

Din relaţia (2.107) se obţine:  
 

2r4
qE
επ

= ,                              (2.108) 

 

sau ţinând seama de orientare: 
 

3
r0

3 r4
q

r4
q rrE

εεπ
=

επ
= .                 (2.109) 

 

Din relaţia (2.109) rezultă că intensitatea câmpului electric 
stabilită într-un dielectric liniar, izotrop şi omogen este de εr mai mică decât 
intensitatea câmpului electrostatic stabilită în vid de aceeaşi sarcină electrică 
punctiformă (v. relaţia 2.17). 

q>0 
r P E 

Fig. 2.25    

 
2.10.2. Câmpul electrostatic al sarcinilor distribuite 
 

Dacă sarcinile sunt distribuite în volum, pe o suprafaţă, liniar şi discret, 
conform principiului superpoziţiei efectelor, intensitatea câmpului electric E se 
calculează cu relaţia (2.23) în care ε0 se înlocuieşte cu ε: 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ρ+ρ+ρ

επ
= ∑∫∫∫∫∫∫

=

n

1k
3
k

k
k

C
3l

S
3A

v
3v r

qds
r

dA
r

dv
r4

1 rrrrE ,       (2.110) 

 
2.10.3. Câmpul electrostatic al unor sarcini distribuite 
 

 a. Câmpul electrostatic produs de o sferă de rază a încărcată cu sarcină 
perficială +ρdistribuită cu densitate su A constantă. 
 Din motive de simetrie, intensitatea câmpului 
electrostatic are aceeaşi valoare în orice punct exterior 
care se află la aceeaşi distanţă de centrul sferei şi este 
orientată radial. Se consideră sfera Σ concentrică, de rază 
r > a (fig. 2.26). Aplicând teorema fluxului electric 
suprafeţei închise Σ, se obţine succesiv:   

a 
r D 
dA 

Σ 

Fig. 2.26  

 

A
2a4qE ρπ==ε Σ

2r4dAD π==
ΣΣ
∫∫∫∫ dAD ,      (2.111)  
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22
A

2

r4
q

r
aE

επ
=

ε
ρ

= Σ .                                   (2.112) 

 

Se observă că expresia (2.112) este identică cu cea a intensităţii câmpului 
electrostatic stabilită de sarcina punctiformă 
situată în centrul sferei (2.109). În orice punct 
interior sferei de rază a, qΣ din relaţia (2.112) este 
nulă şi prin urmare intensitatea câmpului 
electrostatic în interiorul sferei este de asemenea 
nulă. 

s1 s2

ds R z 

dE 
dEr 

dEz 
P 

s 

Fig. 2.27  

r α 

  

b. Câmpul electrostatic produs de un fir 
rectiliniu de lungime finită, uniform încărcat cu 
densitatea liniară de sarcină lρ . 

Se alege un sistem de coordonate cilindrice (r, ϕ, z) cu axa Oz în lungul 
firului şi originea O în piciorul perpendicularei pe fir, dusă din punctul P, situat la 
distanţa r de fir, în care se calculează câmpul (fig. 2.27). Câmpul electrostatic 
elementar dE stabilit de sarcina elementară dq = ρlds care încarcă elementul ds se 
calculează cu relaţia: 
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şi se descompune într-o componentă axială 
 

( )
ds

rs

s
4

ds
R4
ssin

R4
dssindEdE

322

l
3

l
2

l
z

+επ
ρ

=
επ
ρ

=α
επ

ρ
=α=         (2.114) 

 

şi o componentă radială 
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Integrând, se obţine: 
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 Dacă firul este infinit lung ( )∞→21 s,s , componenta axială se anulează, 
 şi vectorul E are expresia: 0Elim zs,s 21

=
∞→
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r
l

rr r2
E uuE

επ
ρ

== .                                    (2.118) 

 

 Prin urmare, câmpul electrostatic al unui fir rectiliniu, infinit lung şi uniform 
încărcat cu sarcină electrică este orientat radial de la fir spre infinit dacă sarcina 
este pozitivă şi către fir dacă sarcina este negativă. Vectorul câmp fiind normal pe 
fir şi deoarece nu depinde de coordonata în lungul firului, câmpul se numeşte plan 
paralel.  
 

 c. Câmpul electrostatic stabilit de sarcina electrică distribuită uniform cu 
densitate de suprafaţă +ρA pe un cilindru de rază a şi infinit de lung. 

Din motive de simetrie, intensitatea câmpului electric are aceeaşi valoare în 
orice punct exterior care se află la aceeaşi distanţă de axa cilindrului şi este 
orientată radial. Pentru fluxul electric prin suprafaţa cilindrică Σ coaxială cu 

cilindrul de lungime  şi rază r > a (fig. 2.28) rezultă expresia: l

z dE 
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Aplicând teorema fluxului electric şi ţinând seama de faptul că sarcina electrică 
conţinută în interiorul suprafeţei Σ este Aa2q ρπ=Σ l , se obţine: 

 

ε
ρ

=
επ
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r
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l
,                                      (2.120) 

 

 În orice punct interior cilindrului de rază a, sarcina qΣ din relaţia (2.120) este 
nulă şi prin urmare intensitatea câmpului electrostatic în interiorul cilindrului este 
de asemenea nulă. 
 Intensitatea câmpului electrostatic stabilit de sarcina electrică distribuită 
uniform cu densitate de suprafaţă +ρA pe un cilindru de rază a şi infinit de lung 
(2.120) are aceiaşi expresie cu cea a firului rectiliniu foarte lung şi încărcat 
uniform cu densitatea lineică ρl = 2πaρA (v. relaţia 2.118). 
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 d. Câmpul electrostatic produs de un plan infinit extins şi încărcat uniform 
cu sarcină electrică cu densitatea superficială ρA (câmp de strat simplu). 

Soluţia 1. Se alege un sistem de coordonate carteziene cu originea O în 
piciorul perpendicularei pe planul sarcinii dusă din punctul P în care se calculează 
câmpul şi cu axele Ox şi Oy în planul considerat (fig. 2.29). O fâşie de lăţime dx, 
situată la distanţa x de originea O, poate fi considerată ca fiind un fir a cărui 
densitate lineică de sarcină este dxd Al ρ=ρ . Vectorul câmp electrostatic elementar 
dE stabilit de firul încărcat cu sarcina dρl se determină cu relaţia (2.118): 
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Vectorul dE se descompune în componentele dEx şi dEz: 
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Deoarece , rezultă ( ) ( )xdExdE xx −−= 0Ex = . 
Integrând relaţia (2.123), se obţine: 
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şi prin urmare, 

z
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E uuE
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 Câmpul electrostatic al unui plan infinit încărcat cu sarcină electrică 
distribuită uniform este constant (independent de 
distanţa z) şi are liniile de câmp drepte 
perpendiculare pe plan. Vectorul câmp este 
orientat de la plan spre infinit dacă sarcina este 
pozitivă şi către plan dacă sarcina este negativă. 
Soluţia II. Datorită simetriei plane perfecte, se 
poate aplica teorema fluxului electric, alegând ca 
suprafaţă închisă Σ pentru calculul fluxului, un 
paralelipiped (fig.2.30). Din motive de simetrie, 
vectorul intensitate câmp electric este orientat 
normal pe planul încărcat. În consecinţă, fluxul 
electric prin feţele laterale este nul (deoarece   

EdA = 0), iar fluxul prin suprafaţa Σ se reduce la fluxul prin cele două suprafeţe de 
bază S şi S’ de arie A. Cum aceste suprafeţe se găsesc la aceeaşi distanţă de plan, 

qΣ 

A dA 
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dA 
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Σ 

Fig. 2.30 
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de o parte şi de alta a lui, din aceleaşi motive de simetrie, vectorii intensitate câmp 
electric nu pot avea decât aceeaşi valoare E pe ambele suprafeţe S şi S’, dar 
orientări opuse. Ca urmare, fluxul prin suprafaţa închisă Σ este: 
 

∫∫∫∫∫∫ =+=
Σ 'S

'

S

EA2dAEdAEdAE ,                           (2.126) 

 

iar sarcina din interiorul paralelipipedului: 
 

  .Aq Aρ=Σ                                            (2.127) 
 

Aplicând teorema lui Gauss şi ţinând seama de relaţiile (2.126) şi (2.127), se 
obţine: 
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sau  
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urmează: 

 

 e. Câmpul electrostatic a două plane 
paralele, infinite, uniform încărcate cu sarcini 
egale şi de semne opuse (câmp de strat dublu). 
 Sistemul alcătuit din două plane de extensie 
infinită, dispuse paralel şi încărcate cu sarcini 
electrice distribuite superficial, având densităţi 
egale şi de semne opuse ρA şi -ρA, formează un 
start dublu de sarcini electrice (fig. 2.31). Pentru 
calculul câmpului electrostatic se aplică teorema 
superpoziţiei în cele trei domenii, după cum 
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 În relaţiile de mai sus, n este versorul normal pe plane şi orientat de la planul 
cu sarcină pozitivă către cel cu sarcină negativă. Prin urmare, un strat dublu de 
sarcini stabileşte câmp electrostatic numai în interiorul stratului, în exteriorul 
acestuia câmpul fiind nul (fig. 2.31).  
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2.11. CÂMPUL ELECTROSTATIC ÎN PREZENŢA 

DIELECTRICILOR 
 

 Se consideră un corp dielectric introdus într-un câmp electric exterior de 
intensitate E0 (fig. 2.32, a). În câmpul electrostatic E0, dielectricul se polarizează. 
Sarcinile pozitive care intră în componenţa atomilor şi moleculelor corpului se 
deplasează în sensul câmpului, iar cele negative în sens opus. Pe suprafaţa corpului 
apar sarcini de polarizaţie de semne opuse. Aceste sarcini produc un câmp propriu, 
atât în interiorul corpului cât şi în exteriorul acestuia (fig. 2.32, b). În interiorul 
corpului, câmpul propriu se opune câmpului exterior, iar în exteriorul corpului se 

adună câmpului exterior în anumite porţiuni ale spaţiului, iar în alte porţiuni se 
scade. Ca urmare, rezultă o diminuare a câmpului în interiorul corpului dielectric şi 
o deformare a acestuia în exterior (fig. 2.32, c).    

+
+ 

+ 

- - -

a b c 
Fig. 2.32 

 
 

2.12. POTENŢIAL ELECTROSTATIC ŞI DIFERENŢĂ DE POTENŢIAL 
 

2.12.1. Potenţialul electrostatic al sarcinilor punctiforme 
 

Considerăm două sarcini punctiforme q > 0 şi q0 > 0. Presupunem că sarcina 
q este fixă, iar sarcina q0 poate fi deplasată de-a lungul unui drum oarecare C, între 
două puncte  P1 şi P2 (fig. 2.33). Deplasarea se face suficient de lent, astfel încât în 
fiecare moment regimul să poată fi considerat electrostatic. Notăm cu ds un vector 
egal în modul cu elementul de drum ds şi orientat în sensul pozitiv al tangentei la 
curba C, adică în sensul deplasării sarcinii q0. Lucrul mecanic efectuat de forţele de 
natură electrostatică la deplasarea sarcinii q0 pe curba C, de la punctul P1 la punctul 
P2, este:   
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Intensitatea câmpului electrostatic într-un punct P de pe curba C se 
determină cu relaţia (2.109): 
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3r4
q rE
επ

= .                                           (2.134) 

 

Dacă sunt date punctele P1 şi P2, lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea unităţii 

de sarcină electrică pozitivă în câmpul E, din punctul P1 în punctul P2 este: 

q > 0

r1 r2
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P1 P2 

P
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Fig. 2.33  
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Deoarece drumul C a fost luat arbitrar, rezultă că integrala  nu depinde 

de alegerea drumului de integrare între cele două puncte P

∫
2

1

P

P

dsE

1 şi P2 şi este funcţie 
numai de coordonatele punctelor P1 şi P2.  

Dacă punctul P2 se îndepărtează la infinit (r2→∞) şi P1 este un punct curent P 
(r1→r), din relaţia (2.135) rezultă:  
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Mărimea scalară VP se numeşte potenţial electrostatic în punctul P situat la 
distanţa r de sarcina punctiformă q care produce câmpul electrostatic de intensitate 
E. Prin urmare, potenţialul electrostatic este egal cu lucrul mecanic efectuat de 
forţele câmpului electrostatic pentru deplasarea unităţii de sarcină electrică pozitivă 
din punctul considerat până la infinit. La infinit, potenţialul electrostatic tinde către 
zero şi are valoare finită în întreg spaţiul, cu excepţia punctului singular r = 0 în 
care se presupune a fi concentrată sarcina.   

Mărimea scalară U12 egală cu lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea 
unităţii de sarcină electrică pozitivă în câmpul E, pe drumul C, din punctul P1 în 
punctul P2, 
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este denumită tensiune electrică sau diferenţă de potenţial  între cele două puncte 
şi caracterizează proprietăţile câmpului electrostatic de-a lungul drumului 
respectiv, anume proprietatea pe care o are câmpul de a efectua un lucru mecanic 
la deplasarea sarcinilor electrice de-a lungul acestui drum. 

Din relaţia (2.135) rezultă că tensiunea electrică (diferenţa de potenţial) este 
egală cu diferenţa dintre valorile pe care le ia funcţia V definită de relaţia  
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în cele două puncte, adică  
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Diferenţa de potenţial, la fel ca şi tensiunea electrică, este o mărime derivată. 
În S.I. unitatea de măsură a diferenţei de potenţial, aceeaşi cu a tensiunii electrice, 
se numeşte volt (V). 

În conformitate cu principiul superpoziţiei, potenţialul electrostatic V 
stabilit într-un punct oarecare de n sarcini punctiforme qk, k = 1, 2, …, n, este egal 
cu suma potenţialelor electrostatice Vk, k = 1, 2, …, n, stabilite în acel punct de 
fiecare sarcină: 
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unde 
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Din relaţiile (2.140) şi (2.141) rezultă: 
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2.12.2. Potenţialul electrostatic al sarcinilor distribuite 
 

Dacă sarcina electrică este distribuită, potenţialul electrostatic elementar dV 
stabilit de sarcina elementară dq se calculează cu relaţia (2.138), 
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Dacă distribuţia de sarcină elementară este volumetrică cu densitatea ρv, în 
relaţia (2.143) se înlocuieşte dq cu ρvdv şi potenţialul electrostatic V se obţine 
integrând relaţia (2.143) pe volum: 
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 Dacă sarcina electrică este distribuită superficial cu densitatea ρA numai în 
straturile foarte subţiri de la suprafaţa corpurilor încărcate, în relaţia (2.143) se 
înlocuieşte dq cu ρAdA şi potenţialul electrostatic V se obţine integrând relaţia 
(2.143) pe suprafaţă: 
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În cazul în care sarcina electrică este distribuită liniar cu densitatea ρl, în 
relaţia (2.143) se înlocuieşte dq cu ρlds şi potenţialul V se obţine integrând relaţia 
(2.143) pe linie: 
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Dacă în câmp se găsesc corpuri încărcate cu sarcini distribuite volumetric, 
superficial, lineic şi discret, conform principiului superpoziţiei, potenţialul 
electrostatic V într-un punct oarecare are expresia: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

ρ
+

ρ
+

ρ
πε

= ∫ ∫ ∫ ∑
=v S C

n

1k k

klAv

r
qds

r
dA

r
dV

r4
1V  .               (2.147) 

 

Relaţiile (2.144 – 2.146) s-au stabilit pe baza expresiei potenţialului 
electrostatic al unei sarcini punctiforme (2.136), care s-a obţinut în ipoteza că 
potenţialul punctelor depărtate la infinit este nul. Prin urmare, relaţiile (2.144 – 
2.146) pot fi utilizate pentru calculul potenţialului electrostatic numai în cazul în 
care sarcinile sunt distribuite într-o regiune finită din spaţiu. Dacă sarcina electrică 
este repartizată în întreg spaţiul, potenţialul într-un punct la infinit nefiind nul, nu 
poate fi luat origine a potenţialului şi în relaţia (2.147) cel puţin una dintre 
integrale este divergentă (infinit de mare). Într-adevăr, în aceste cazuri, întreg 
spaţiul (spaţiul infinit) cuprinde nu numai punctele îndepărtate la infinit dar şi o 
bună parte din corpurile propriu zise, încărcate cu sarcini electrice. Într-un sistem 
de sarcini distribuite la infinit, potenţialul într-un punct din câmp se obţine 
calculând diferenţa de potenţial între punctul considerat P şi un punct de referinţă 
P0 ales arbitrar, utilizând relaţia (2.139): 
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Alegerea punctului de referinţă este arbitrară, cu condiţia ca integrala intensităţii 
câmpului electrostatic între punctele P0 şi P să nu ia valori infinite. În acest caz nu 
se precizează punctul P0 şi în relaţia (2.148) este o constantă aditivă: 

0PV

.constV
P

P +−= ∫ dsE                                        (2.149) 

Prin urmare, potenţialul electrostatic poate fi determinat numai cu aproximaţia unei 
constante scalare arbitrare, care depinde de alegerea arbitrară a punctului de 
referinţă. 

Câmpul care în fiecare punct poate fi caracterizat cu aproximaţia unei 
mărimi scalare arbitrare, denumită potenţial electrostatic, se numeşte câmp 
potenţial. 

Observaţie. Noţiunea de diferenţă de potenţial, aplicabilă numai câmpurilor 
potenţiale, are un sens mai restrâns decât noţiunea de tensiune electrică, 
aplicabilă oricărui câmp electric (v. par.5.2.1, g). Cele două noţiuni, tensiune 
electrică între punctele P1 şi P2 şi diferenţă de potenţial între punctele P1 şi P2, 
coincid numai în cazul câmpului potenţial.  

 
2.12.3. Suprafeţe echipotenţiale 
 

Potenţialul electrostatic fiind o funcţie scalară de punct, se pot trasa 
suprafeţe ale căror puncte au acelaşi potenţial, numite suprafeţe echipotenţiale sau 
suprafeţe de nivel. Ecuaţiile suprafeţelor echipotenţiale se obţin egalând cu 
constante expresiile analitice ale potenţialului, 

 

V(x, y, z) = const.                                         (2.150) 
 
2.12.4. Gradientul de potenţial  
 

Dacă se diferenţiază relaţia (2.148), se obţine: 
 

= − = − αcosdsEdV dsE
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,                    (2.151) 
 

unde α este unghiul format de direcţia deplasării ds cu 
vectorul E. Dacă direcţia deplasării formează un unghi 
drept cu vectorul E, atunci cos =α  şi dV = 0. Prin 
urmare, deplasându-ne într-o direcţie perpendiculară pe 
direcţia liniilor intensităţii câmpului E, vom avea              
V = const., adică vom rămâne pe o suprafaţă 
echipotenţială. Deci, liniile intensităţii câmpului E sunt 
normale la suprafaţa echipotenţială. Fie n versorul 
normalei la suprafaţa echipotenţială care trece prin punctul 
P0 şi s versorul tangentei la curba în lungul căreia se 

efectuează integrala (2.148) (fig. 2.34). Sensul versorului n se ia în sensul în care 
funcţia V creşte. Fie P şi N punctele în care versorii s şi n intersectează o suprafaţă 
de nivel vecină şi ,  deplasările din PPP0

l NP0
l 0 în P şi N. Deoarece punctele P şi N 
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Fig. 2.34 
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sunt pe o aceeaşi suprafaţă echipotenţială, variaţia funcţiei V este aceeaşi pentru 
ambele deplasări, 
 

V(P) –V(P0) = V(N) –V(P0)                                    (2.152) 
 

şi derivata funcţiei V după direcţia s va fi: 
 

α=
−

=
−

=
→→

cos
dn
dV

l
l

l
)P(V)N(Vlim

l
)P(V)P(Vlim

ds
dV

PP

NP

NP

0

l
PP

0

l
0

0

0
0N0P

0
0P0P

,      (2.153) 

 

unde 
dn
dV  este derivata funcţiei V după direcţia n. 

Din relaţia (2.153) rezultă că derivata funcţiei V după o direcţie s depinde 
numai de unghiul pe care aceasta îl face cu n. Valoarea maximă se obţine pentru   
α = 0 (s ≡ n), deci n indică direcţia în care funcţia V creşte cel mai mult. Vectorul 

având direcţia şi sensul lui n şi modulul egal cu 
dn
dV  se numeşte gradientul funcţiei 

scalare V, 
 

 n
dn
dVgradV = .                                            (2.154) 

 

Ţinând seama de definiţia gradientului (2.154), relaţia (2.153) devine: 
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sau 
dV = ds gradV.                                          (2.156) 

 

Identificând relaţiile (2.151) şi (2.156), rezultă că intensitatea câmpului 
electrostatic E este egală cu gradientul cu semn schimbat al potenţialului V: 
 

VVgrad −∇=−=E .                                     (2.157) 
 

Semnul minus în membrul drept al relaţiei (2.157) arată că intensitatea 
câmpului electrostatic este îndreptat dinspre regiunea cu potenţial mai ridicat 
înspre regiunea cu potenţial mai scăzut. Acest sens este deci contrar sensului 
vectorului gradV, deoarece gradV este îndreptat după direcţia şi în sensul în care V 
creşte cel mai repede.  

 
2.12.5. Potenţialul electrostatic al corpurilor polarizate electric 
 

Dacă se compară expresia intensităţii câmpului electrostatic stabilită de un 
mic corp polarizat electric (2.69) cu relaţia (2.157) se deduce expresia potenţialului 
unui mic corp polarizat electric: 
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3p r4
1V rp
επ

= .                                        (2.158) 

 

Pentru corpurile polarizate de dimensiuni finite, potenţialul Vp se determină 
cu ajutorul densităţii de volum a sarcinii de polarizaţie cu relaţia (2.144): 

 

∫∫∫
ρ

επ
=

v

vp
p dv

r4
1V .                                  (2.159) 

 
2.12.6. Teorema potenţialului electrostatic  
 

a. Forma integrală a teoremei potenţialului electrostatic. Intensitatea 
câmpului electrostatic stabilit de sarcina electrică distribuită se calculează cu 
relaţia (2.110): 

 

∫επ=
D

3 dq
r4

1 rE ,                                     (2.160) 

 

unde D este domeniul pe care este distribuită sarcina electrică.  
Dacă se calculează integrala curbilinie a vectorului E pe o curbă închisă Γ, rezultă: 
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Relaţia (2.161),  
                                 

0=∫
Γ

dsE                                          (2.162) 

 

constituie forma integrală a teoremei potenţialului electrostatic: în regim 
electrostatic integrala de linie a vectorului intensităţii 
câmpului electrostatic în lungul oricărui contur închis este 
egală cu zero.  
Din relaţia (2.162) rezultă (fig. 2.35): 
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0
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nP

=+ ∫ dsEds ,           (2.163) 

 

sau, 
 

)
dsE ,                     (2.164) 

 

adică, integrala de linie a intensităţii câmpului electrostatic nu depinde de drumul 
ales pentru integrare.  
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b. Forma locală a teoremei potenţialului electrostatic. Noţiunea de 
divergenţă s-a introdus ca o proprietate locală a câmpului, pornind de la integrala 
de suprafaţă pe o suprafaţă închisă. În acelaşi mod, considerăm integrala de linie a 
vectorului intensitate a câmpului electrostatic pe o curbă închisă Γ care mărgineşte 
o suprafaţă oarecare SΓ (fig. 2.36, a).  Traversăm suprafaţa SΓ pe drumul m, 

formând două bucle Γ1 şi Γ2, ambele cuprinzând drumul m (fig. 2.36, b). Suma 
circulaţiilor vectorului E pe cele două bucle Γ1 şi Γ2, parcurgându-le în acelaşi 
sens, va fi egală cu circulaţia iniţială pe curba Γ, deoarece în cele două integrări 
drumul m este parcurs în sensuri opuse şi, prin urmare, în integrale rămâne doar 
contribuţia acelor părţi ale buclelor care împreună formează curba iniţială Γ. Dacă 
se continuă divizarea în bucle mai mici Γ1, Γ2,…, Γn, suma integralelor nu se 
schimbă:  

 

∫ ∑ ∫
=

=
Γ

n

1k Γk

dsEdsE .                                         (2.165) 

 

Divizarea conturului are drept scop obţinerea la limită a unei caracteristici 
cantitative locale a câmpului. Micşorând buclele, se micşorează circulaţia, dar şi 
aria. Este normal, astfel, să considerăm raportul dintre circulaţie şi aria buclei, 
exact cum am procedat atunci când am considerat raportul dintre flux şi volum. 
Totuşi, aici situaţia este puţin diferită, deoarece aria Ak a elementului de suprafaţă 
mărginită de curba Γk este în realitate un vector (suprafaţa are o orientare în spaţiu) 
şi nu putem lua raportul dintre un scalar şi un vector. 

Să alegem o orientare pentru elementul de suprafaţă aflat într-unul din 
ultimele stadii de divizare. Vectorul unitar n indică normala la acest element de 
suprafaţă şi acest vector va rămâne constant la micşorarea drumului din jurul 
punctului P (fig.2.36, c). Limita raportului dintre circulaţie şi aria elementului 
poate fi  scrisă astfel: 
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dsE
 .                             (2.166) 

 

Limita obţinută în acest fel reprezintă o mărime scalară, asociată punctului P 
în câmpul vectorial E şi direcţiei n. Alegând trei direcţii independente ux, uy, şi uz, 

n
Ak

ΓΓ 21

Γ 

ds E 
m P 

a                                                     b                                               

 Fig. 2.36 
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obţinem trei numere diferite. Rezultă că aceste trei numere pot fi considerate ca 
fiind componentele unui vector. Acest vector îl numim rotorul vectorului E, notat 
cu rotE. Cu alte cuvinte, limita obţinută pentru o anumită direcţie n, este 
componenta rotorului vectorului E pe acea direcţie: 

 

( )
k

Γ

0A A
limrot k

k

∫
→

=
dsE

nE .                                      (2.167) 

 

De exemplu, componenta după axa Ox a rotE se obţine alegând n = ux (fig. 
2.37). Bucla Γk micşorându-se în jurul punctului P, ea 
rămâne într-un plan perpendicular pe axa Ox. Dacă 
vom micşora suprafaţa în jurul altui punct, raportul 
dintre circulaţie şi arie va avea altă valoare, depinzând 
de natura funcţiei vectoriale. Rezultă că rotE este o 
funcţie vectorială de coordonate, a cărui direcţie, în 
orice punct, este normală la planul ce trece prin acel 
punct pentru care mărimea circulaţiei este maximă. 
Mărimea rotorului este egală cu valoarea limită a 
circulaţiei pe unitatea de arie a planului din jurul 
punctului ales. 

Γk
P 
n = ux

x

y 

z

Fig. 2.37 
Pornind de la circulaţia în jurul unei suprafeţe 

infinitezimale, ne putem întoarce la circulaţia în jurul buclei iniţiale Γ. Relaţia 
(2.165) se poate scrie sub forma: 
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Dacă k creşte foarte mult, iar toate ariile Ak se micşorează, mărimea din 
paranteză devine ( , unde n este vectorul unitate perpendicular pe elementul 
de suprafaţă A

)nErot
k. Astfel, în partea dreaptă a relaţiei (2.168) avem suma produsului 

dintre componenta normală a rotE şi aria elementului de suprafaţă, pentru toate 
elementele de suprafaţă care formează suprafaţa SΓ. Aceasta este integrala de  
suprafaţa a vectorului rotE: 
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 Din (2.168) şi (2.169), rezultă:  
 

∫∫∫ =
Γ ΓS

rot dAEdsE .                         (2.170) 
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Relaţia (2.170) reprezintă teorema lui Stokes, care stabileşte o relaţie între 
integrala de linie a unui vector şi integrala de suprafaţă a rotorului vectorului. 
Din relaţiile (2.162) şi (2.170), rezultă: 
 

rotE = 0.                                               (2.171) 
   

Prin urmare, intensitatea câmpului electrostatic este un câmp de vectori 
irotaţional. Rezultă că orice câmp irotaţional este un câmp potenţial, adică este un 
câmp care poate fi caracterizat prin funcţia scalară V. Reciproc, orice câmp 
potenţial este un câmp irotaţional, ceea ce rezultă din identitatea rot gradV = 0 (v. 
par. 2.12.4). 
 Relaţia (2.171) este o condiţie suficientă pentru ca un câmp să fie 
conservativ, adică să poată fi descris de gradientul unei funcţii potenţiale oarecare 
(2.157). 

Liniile de câmp ale unui câmp potenţial cu surse (adică cu rotorul nul şi cu 
divergenţa diferită de zero) sunt linii deschise 
care diverg din sursele pozitive ale câmpului (de 
divergenţă pozitivă) şi converg în sursele 
negative ale câmpului (de divergenţă negativă). 

 

 c. Forma locală a teoremei potenţialului 
electrostatic pe suprafeţe de discontinuitate. 
Relaţia (2.171) este valabilă numai în domeniile 
în care intensitatea câmpului electrostatic este 
funcţie continuă de punct. Fie Sd o suprafaţă de 
discontinuitate a câmpului electrostatic, care 
separă domeniile imobile 1 şi 2. În două puncte 

infinit apropiate de Sd, intensităţile câmpului electrostatic E1 şi E2 sunt diferite (fig. 
2.38). Se consideră conturul Γ de formă dreptunghiulară situat în planul vectorilor 
E1 şi  E2 cu laturile Δs şi Δh. La limită pentru Δh → 0, relaţia (2.162) devine: 
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Fig. 2.38 
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α2 

 

0ss 12 =Δ−Δ tEtE ,                                  (2.172) 
                            

sau  
 

E2t - E1t  = 0,                                       (2.173) 
 

unde t este versorul tangenţial la Sd.  
Pe suprafaţa de discontinuitate a câmpului electrostatic care separă două 

medii, componentele tangenţiale ale intensităţii câmpului electrostatic se conservă:  
 

 E1t = E2t.                                          (2.174)  
         

Relaţia (2.174) constituie forma locală a teoremei potenţialului electrostatic pe 
suprafeţe de discontinuitate.  
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2.12.7. Potenţialul electrostatic al unor sarcini distribuite 

 a. Potenţialul electrostatic al unei sfere de rază a încărcată cu sarcină 
repartizată cu densitate superficială +ρA constantă (fig. 2.26). 
 Intensitatea câmpului electrostatic într-un punct P situat în exteriorul sferei, 
la distanţa r > a, se calculează cu relaţia (2.112), iar potenţialul Ve al punctului se 
determină cu relaţia (2.136), alegând punctul de la infinit ca având potenţialul nul: 
 

 
r4

qV
r

e επ
== Σ

∞

∫ drE .                                    (2.175) 

 

În interiorul sferei potenţialul este constant şi egal cu potenţialul de la periferia 
sferei (r = a): 
 

a4
qVi επ

= Σ .                                          (2.176) 

 

b. Potenţialul electrostatic produs de un fir rectiliniu de lungime finită, 
uniform încărcat cu densitatea liniară de sarcină lρ  (fig. 2.27). 
 Potenţialul elementar dV stabilit de sarcina elementară ρlds se calculează cu 
relaţia (2.146): 
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Prin integrare se obţine:  
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Se observă că pentru firul de lungime finită potenţialul la infinit se anulează, 
 .0Vlim

r
=

∞→

Pentru firul infinit lung, distribuţia de sarcină fiind extinsă până la infinit, 
potenţialul într-un punct la infinit este nenul şi deci nu poate fi luat origine a 
potenţialelor. În acest caz, potenţialul într-un punct din câmp se calculează cu 
relaţia (2.148), integrând intensitatea câmpului electrostatic (2.118) între un punct 
de referinţă situat la distanţa r0 de fir şi punctul curent situat la distanţa r de fir: 
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επ
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unde s-a luat V0 = 0. 
 Potenţialul electrostatic al unui fir infinit lung încărcat uniform cu sarcină 
electrică este proporţional cu logaritmul natural al distanţei la fir şi se numeşte 
potenţial logaritmic. 
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 c. Potenţialul electrostatic stabilit de sarcina electrică distribuită uniform cu 
densitate de suprafaţă +ρA pe un cilindru de rază a şi infinit de lung (fig. 2.28). 

Potenţialul electrostatic într-un punct P situat la distanţa r > a se calculează 
cu relaţia (2.148), integrând intensitatea câmpului electrostatic (2.120) între un 
punct de referinţă situat la distanţa r0 de cilindru şi punctul curent P: 
 

r
rlnaVV 0A

r

r
0

0
ε
ρ

=−= ∫ drE ,                            (2.180) 

 

unde V0 = 0. 
 Potenţialul are aceeaşi expresie cu cea a firului rectiliniu foarte lung şi 
încărcat uniform cu densitatea lineică ρl = 2πaρA (v. relaţia 2.179). 
 

 d. Potenţialul electrostatic produs de un plan încărcat uniform cu sarcină 
electrică cu densitatea superficială ρA.  
 Pentru calculul potenţialului electrostatic nu se poate utiliza relaţia (2.145),  
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deoarece planul este infinit şi la infinit potenţialul nu poate să tindă spre zero. 
 Dacă convenim să luăm potenţialul planului 
egal cu zero, potenţialul în punctul P situat la 
distanţa z de plan (fig. 2.29) se calculează cu 
relaţia (2.148), unde E se determină cu relaţia 
(2.125): 
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semnul (-) fiind pentru semispaţiul z > 0 şi semnul 
(+) pentru semispaţiul z < 0. 
 e. Potenţialul electrostatic a două plane 
paralele, infinite, uniform încărcate cu sarcini 
egale şi de semne opuse (fig. 2.39). 
 Pentru calculul potenţialului electrostatic se  

ţine seama de expresiile intensităţii câmpului electrostatic în cele trei domenii (v. 
relaţiile 2.130 – 2.132) şi se aplică teorema superpoziţiei, după cum urmează: 
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2.13. CONDUCTOARE ÎN CÂMP ELECTROSTATIC 

 
2.13.1. Condiţia de echilibru electrostatic 

 

 Conductoarele sunt caracterizate prin existenţa unui număr important de 
sarcini electrice libere (electronii din metale şi ionii din soluţii), care sub acţiunea 
unui câmp electric exterior se pot deplasa ordonat, dând naştere unui curent electric 
de conducţie. Dar, în regim electrostatic nu trebuie să existe o mişcare ordonată a 
sarcinilor electrice libere. Rezultă că regimul electrostatic în conductoare poate fi 
realizat numai dacă forţa care acţionează asupra sarcinilor electrice libere din 
conductoare este nulă: 
  

F = qE = 0,                                           (2.186) 
 

adică, 
 

E = 0.                                               (2.187) 
 

Relaţia (2.187) constituie condiţia de echilibru electrostatic pentru conductoare 
omogene din punct de vedere fizic şi chimic şi neaccelerate: în regim electrostatic, 
intensitatea câmpului electrostatic este nulă în interiorul conductoarelor omogene 
din punct de vedere fizic şi chimic şi neaccelerate. 

Relaţia (2.187) implică o serie de consecinţe privind câmpul electrostatic în 
conductoare: 

a. În conductoare polarizaţia fiind neglijabilă, P = 0, inducţia electrică este 
proporţională cu intensitatea câmpului electric,  

 

D = ε0E                                     (2.188) 
 

şi deoarece în interiorul conductoarelor E = 0, rezultă că în 
regim electrostatic, în interiorul conductoarelor omogene 
inducţia electrică este nulă, D = 0. 

b. Deoarece în interiorul conductoarelor omogene  
D = 0, rezultă divD = 0 şi în baza teoremei fluxului 
electric (2.100) se obţine: 

E =0; D= 0 

 

ρv = 0,                                     (2.189) 
 

adică în regim electrostatic sarcina electrică care încarcă 
conductoarele omogene se repartizează exclusiv la 

suprafaţa acestora.  

D = nD 
E = nE 

Fig. 2.40 

conductor 

 c. Deoarece intensitatea câmpului electrostatic în interiorul conductorului 
este nulă, din relaţia (2.157), E = -gradV = 0 rezultă: 

 

V = const.,                                        (2.190) 
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adică, în regim electrostatic orice corp conductor este echipotenţial (toate punctele 
conductorului se află la acelaşi potenţial). În particular, suprafaţa conductorului 
omogen este echipotenţială. 

d. Deoarece liniile intensităţii câmpului E sunt normale la suprafaţa 
echipotenţială (v. par. 2.12.4), rezultă că în regim electrostatic  vectorii E şi D sunt 
orientaţi normal pe suprafaţa conductorului (fig. 2.40). 

e. La trecerea din interiorul spre exteriorul conductorului, la suprafaţa 
acestuia intensitatea câmpului electrostatic variază brusc; pe suprafaţa exterioară a 
conductorului E este diferit de zero şi este nul în interior. Discontinuitatea 
vectorului E se datorează prezenţei pe suprafaţa conductorului a sarcinii electrice 

repartizată cu densitatea de suprafaţă ρA (v. punctul 
b). Considerăm un element de arie ΔA al suprafeţei 
conductorului şi o suprafaţă închisă Σ de forma unui 
cilindru drept cu bazele paralele cu elementul de arie 
ΔA şi generatoarea perpendiculară pe suprafaţa 
conductorului. Cilindrul  conţine suprafaţa ΔA şi are 
o bază în conductor, cealaltă bază în dielectrul 
înconjurător, iar înălţimea este un infinit mic de 
ordin superior faţă de dimensiunile bazei (fig. 2.41). 

Sarcina elementară conţinută în interiorul suprafeţei Σ este egală cu sarcina 
distribuită pe elementul de suprafaţă ΔA al conductorului, ΔqΣ = ρAΔA. Deoarece 
în interiorul conductorului D = 0, fluxul vectorului D prin suprafaţa bazei din 
interiorul conductorului este nul. De asemenea, prin suprafaţa laterală a cilindrului  
fluxul vectorului D este nul, deoarece pe această suprafaţă vectorii D şi n sunt 
perpendiculari (vectorul D este normal la suprafaţa conductorului). Prin urmare, 
fluxul electric prin suprafaţa cilindrului corespunde exclusiv feţei situată în 
exteriorul conductorului,  

conductor 

E = 0, D = 0 D 

Fig. 2.41 

E = 0, D = 0 
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nDdAD .                                 (2.191) 

 

Aplicând suprafeţei Σ teorema fluxului electric, rezultă: 
 

AΔqAD AΔρ==Δ Σ ,                                     (2.192) 
 

sau 
 

D = ρA.                                                 (2.193) 
 

Prin urmare, pe suprafaţa conductoarelor omogene intensitatea câmpului 
electrostatic are numai componentă normală, a cărui expresie se obţine din relaţiile 
(2.91) şi (2.193): 

 

nE
ε
ρ

= A .                                                (2.194) 
  

unde n este versorul normalei orientat de la conductor spre dielectric. 
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2.13.2. Influenţă electrostatică 
 

Se consideră un conductor metalic omogen şi neîncărcat cu sarcină electrică, 
situat într-un câmp electrostatic (fig. 2.42, a). Sub acţiunea acestui câmp 
electrostatic, electronii liberi ai conductorului sunt deplasaţi în sens opus câmpului, 
astfel încât la o parte a conductorului apare un exces de sarcină negativă, iar la 
cealaltă parte o lipsă de sarcină negativă, adică apare o sarcină pozitivă. Deplasarea 
dirijată de electroni sub acţiunea câmpului electrostatic exterior, se produce până 
când intensitatea câmpului electrostatic rezultant, obţinută din însumarea 
intensităţii câmpului electrostatic exterior cu intensitatea câmpului electrostatic 
produs de repartiţia de sarcini pozitive şi negative, este nulă, adică până când este 
îndeplinită condiţia de echilibru electrostatic E = 0 (fig. 2.42, b). În interiorul 
conductorului metalic, intensitatea câmpului electrostatic se anulează practic 
instantaneu şi suprafaţa lui este echipotenţială. Datorită sarcinilor care se separă pe 
suprafaţa conductorului, forma liniilor de câmp din exteriorul conductorului se 
modifică. Fenomenul de separare de sarcini electrice pe suprafeţele conductoarelor 
situate în câmp electrostatic se numeşte influenţă electrostatică sau inducţie 
electrostatică. Prin influenţă electrostatică se induc pe suprafeţele conductoarelor 
izolate sarcini electrice egale şi de semne opuse numite sarcini induse.   

Dacă corpul conductor din figura 2.42, a are o cavitate în interior (fig. 2.42, 
c), sub acţiunea câmpului electric exterior, sarcina electrică se distribuie numai pe 
suprafaţa exterioară a conductorului şi deci densitatea de sarcină electrică pe pereţii 

cavităţii este nulă. Conform relaţiei (2.194), rezultă că în interiorul cavităţii 
intensitatea câmpului electrostatic este nulă. Învelişul conductor constituie un 
ecran electrostatic şi domeniul protejat de acţiunea câmpului electrostatic din 
exterior este ecranat electrostatic. În majoritatea aplicaţiilor practice, ecranele se 
execută din site metalice. În acest caz, câmpul în interiorul domeniului ecranat va 
fi foarte slab, exceptând imediata vecinătate a orificiilor sitei metalice. Aceste 
consideraţii sunt valabile şi pentru câmpurile electrice care variază lent în timp. 

E=0 E=0 

      c a b 
Fig. 2.42 

 
2.13.3. Rigiditate dielectrică 

 

Dacă într-un punct al suprafeţei unui conductor, intensitatea câmpului 
electrostatic depăşeşte o anumită valoare, denumită rigiditate dielectrică, atunci 
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sarcinile de pe conductor, sub acţiunea forţelor de natură electrică, pot să 
părăsească suprafaţa conductorului şi traversează (străpung) dielectricul. În acest 
caz, regimul nu mai este electrostatic. 

 
2.13.4. Teorema ariilor corespondente 

 

Se consideră un tub de câmp electrostatic limitat între două conductoare 1 şi 
2 încărcate cu sarcini electrice (fig. 2.43). Suprafaţa laterală S a tubului nu este 
străbătută de linii de câmp electric şi deoarece în interiorul conductoarelor inducţia 
electrică este nulă, nici prin suprafeţele A1 şi A2 nu trec linii de câmp. Ca urmare, 
fluxul electric prin suprafaţa închisă 21 AAS ∪∪=Σ  este nul, 

 

 0qqq 21+== Σ
Σ
∫∫ dAD =                 (2.195)                 S 

A1 A2  

şi deci  
 

q1 = - q2.                              (2.196) 
 

Rezultă că sarcina q1 care încarcă suprafaţa A1 a 
conductorului 1 este egală şi de semn opus cu sarcina q2 

care încarcă suprafaţa A2 a conductorului 2. Cele două suprafeţe A1 şi A2 se 
numesc arii corespondente.  

+ 
+ 
+ 

+ 

- - 
- - 

Fig. 2.43    

 
 

2.14. CONDENSATOARE ELECTRICE 
 

2.14.1. Condensator electric. Capacitate electrică 
 

Sistemul alcătuit din două conductoare încărcate cu sarcini electrice egale şi 
de semne opuse, separate printr-un dielectric fără polarizaţie permanentă, 
constituie un condensator, iar cele două conductoare se numesc armăturile 
condensatorului.  

Raportul pozitiv dintre sarcina electrică a uneia dintre armături q1 (q2) şi 
diferenţa de potenţial faţă de cealaltă armătură V1 – V2 (V2 – V1) se numeşte 
capacitate electrică a condensatorului,  

 

12

2

21

1

VV
q

VV
qC

−
=

−
= .                                    (2.197) 

 

Se va considera cazul în care dielectricul dintre armături este liniar. În acest 
caz poate fi aplicată teorema superpoziţiei. În concordanţă cu aceasta, dacă într-o 
stare de echilibru electrostatic pentru sarcinile q1 şi q2 corespund potenţialele V1 şi 
V2 pentru cele două armături, atunci într-o nouă stare de echilibru electrostatic, 
pentru sarcinile kq1 şi kq2 corespund potenţialele kV1 şi kV2. În noua stare de 
echilibru capacitatea condensatorului este: 
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q
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kq
kVkV

kq

22

2

21

1

12

2

21

1 =
−

=
−

=
−

=
−

.            (2.198) 

 

Prin urmare, dacă dielectricul este liniar, capacitatea electrică a 
condensatorului nu depinde de sarcinile electrice sau de potenţialele armăturilor, ci 
numai de configuraţia geometrică a sistemului de armături (forma şi dimensiunile 
acestora, poziţia lor relativă etc.) şi de permitivitatea dielectricului. Această 
propoziţie constituie teorema capacităţii. 

Unitatea SI de capacitate se numeşte farad (F) şi este capacitatea 
condensatorului care sub tensiunea de 1 volt se încarcă cu sarcina electrică de 1 
coulomb.  

La configuraţie geometrică a armăturilor şi la repartiţie a permitivităţii 
dielectricului date, capacitatea electrică a condensatorului se calculează astfel: 
• se consideră armăturile încărcate cu sarcini egale şi de semne opuse, ±q; 
• se determină intensitatea câmpului electric într-un punct din dielectric;  
• se calculează diferenţa de potenţial V1 – V2 dintre armătura pozitivă şi negativă, 
egală cu tensiunea U în lungul unei curbe deschise (preferabil linie de câmp 
electric) care începe pe armătura pozitivă şi se termină pe armătura negativă; 
• din raportul q/U se deduce capacitatea condensatorului. 

Prin capacitatea electrică a unui conductor izolat se înţelege capacitatea 
electrică a unui conductor faţă de care toate celelalte conductoare sunt depărtate la 
infinit. Pentru conductoarele de la infinit se va admite convenţia că potenţialul 
electric este nul, adică . Rezultă: 0V =∞

 

V
q

VV
qC =
−

=
∞

.                                    (2.199) 

 
 a. Calculul capacităţii condensatorului plan. 
 Armăturile condensatorului plan constau din două plăci metalice de arie A, 

dispuse paralel la distanţa d mult mai mică decât dimensiunile armăturilor (fig. 
2.44, a). Sarcina electrică este uniform repartizată pe armături, iar domeniul dintre 
armături este ocupat de un dielectric liniar, izotrop şi omogen de permitivitate ε 
constantă.  

εk, dk
+ρA 

-ρA 
E

A 

d 

ε 

a b 
Fig. 2.44 

 Ţinând seama de relaţia (2.131) a intensităţii câmpului electrostatic într-un 
punct din dielectric, se calculează diferenţa de potenţial dintre armături: 
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A
dqdUVV A

2

1
1221 ε

=
ε
ρ

===− ∫ dsE .                           (2.200) 

 

Aplicând relaţia de definiţie (2.197), se obţine capacitatea condensatorului plan:  
 

d
A

VV
qC

21

1 ε
=

−
= .                                       (2.201) 

 

 Dacă dielectricul este constituit din n straturi paralele cu armăturile, având 
grosimile dk şi permitivităţile εk (fig. 2.44, b), rezultă: 
 

∑∑∑∫
=== ε

=
ε
ρ

===−
n

1k k

k
n

1k
k

k

A
n

1k

2

1
kk1221

d
A
qdUVV dsE ,              (2.202) 

 

∑
= ε

= n

1k k

kd
AC .                                              (2.203) 

 
 b. Calculul capacităţii condensatorului cilindric. Armăturile 
condensatorului sunt constituite din doi cilindri coaxiali de aceeaşi lungime  şi de 
raze r

l

i, re, iar dielectricul de permitivitate constantă ε ocupă domeniul dintre 
armături (fig. 2.45). Sarcina electrică este distribuită uniform cu densitatea de 

suprafaţă +ρA pe armătura interioară şi -ρA pe armătura exterioară. 

ε 

E r 
ri re 

Fig.2.45 

 Intensitatea câmpului electric în dielectricul dintre armături se calculează cu 
ajutorul teoremei fluxului electric scrisă pentru suprafaţa Σ a cilindrului de rază r, 
(ri < r < re): 
 

qEr2dAD =επ== ∫∫∫∫
ΣΣ

ldAD ,                          (2.204) 

 
de unde rezultă: 

 

lr2
qE
πε

= .                                          (2.205) 
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Diferenţa de potenţial dintre armături se determină calculând integrala lui E în 
lungul unei linii de câmp: 
 

.
r
rln

2
qVV

i

e
r

r
ei

e

i
lπε

==− ∫ drE                             (2.206)  

                          

Ţinând seama de relaţia (2.197), se determină capacitatea condensatorului 
cilindric: 
 

i

e

r
rln

2C lεπ
= .                                            (2.207) 

 

 Cu ajutorul relaţiei (2.207) se poate calcula capacitatea cablurilor unifilare. 
În acest caz, conductorul constituie armătura interioară, iar banda metalică de 
protecţie din exterior armătura exterioară. Capacitatea pe unitatea de lungime a 
cablului se numeşte capacitate specifică sau lineică şi se notează cu Cs: 
 

i

e
s

r
rln

2CC επ
==

l
.                                       (2.208) 

 

 Dacă condensatorul cilindric are dielectricul constituit din n-1 tuburi 
cilindrice coaxiale cu permitivităţile εk, atunci capacitatea acestuia are expresia: 
 

k

1k
n

1k k r
rln1

2C
+

=
∑

ε

π
=

l .                                       (2.209) 

 
 2.14.2. Relaţiile lui Maxwell pentru sisteme de conductoare în echilibru   

                                                 electrostatic 
 

a. Relaţiile lui Maxwell cu referire la coeficienţii de potenţial. Se 
consideră n conductoare în echilibru electrostatic încărcate cu sarcini electrice qk 
repartizate pe suprafeţele Σk cu densităţile ρAk. Conductoarele sunt situate într-un 
dielectric omogen, izotrop şi liniar de permitivitate constantă ε care ocupă întreg 
spaţiul. Potenţialul Vj într-un punct de pe suprafaţa conductorului j are expresia: 

 

n,...,2,1j;dA
r4

1V k

n

1k jk

Ak
j

k

=
ρ

επ
= ∑∫∫

= Σ

,                       (2.210) 

 

unde rjk este distanţa dintre elementele de suprafaţă dAj şi dAk ale conductoarelor j 
şi k.  
Multiplicând ambii membri ai ecuaţiei (2.210) cu ρAjdAj, integrând pe suprafaţa Σj 
şi fiindcă Vj este constant, se obţine: 
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==ρ ,            (2.211) 

sau 
 

kj

n

1k jk

AkAj

j
j dAdA

rq4
1V

k j

∑∫∫ ∫∫
= Σ Σ

ρρ
επ

= .                         (2.212) 

 

Relaţiile (2.212) se pot scrie sub forma: 
 

∑
=

=
n

1k
kjkj qpV ,                                             (2.213) 

 

unde  
 

kj
jk

AkAj

kj
jk dAdA

rqq4
1p

k j

∫∫ ∫∫
Σ Σ

ρρ
επ

= .                            (2.214) 

 

Coeficienţii  pjk = pkj sunt independenţi  de sarcinile şi densităţile lor; unei repartiţii 
de sarcină pe conductorul j de λj ori mai mare, Ajj

,
Aj ρλ=ρ  şi pe conductorul k  de 

λk ori mai mare, Akk
'

kA ρλ=ρ îi  corespunde kk
'
kjj

'
j qq,qq λ=λ=  şi 

coeficientul pjk este independent de λj şi λk. La permitivitate dată, coeficienţii pjk 
depind numai de configuraţia geometrică a sistemului de conductoare şi se numesc  
coeficienţi de potenţial . Relaţiile  (2.213) constituie  relaţiile lui Maxwell cu 
referire la coeficienţii de potenţial. 
 

b. Relaţiile lui Maxwell cu referire la coeficienţii de influenţă. Dacă se 
rezolvă sistemul de ecuaţii (2.213) în raport cu sarcinile qj se obţin relaţiile: 

 

∑
=

=γ=
n

1k
kjkj n,...,2,1j,Vq ,                                    (2.215) 

 

sau: 
 

nn12121111 V.....VVq = γ + γ + + γ  
    

nnn22n11nn

nn22221212

V.....VVq
.....................................................

V.....VVq

γ++γ+γ=

γ++γ+γ=
 .                        (2.216)               

                                         

Coeficienţii γjk sunt numiţi coeficienţi de influenţă, iar relaţiile (2.216) se 
numesc relaţiile lui Maxwell cu referire la coeficienţii de influenţă. Coeficientul γjj 
este pozitiv şi egal cu raportul dintre sarcina electrică qj şi potenţialul Vj al 
conductorului j, potenţialele Vk ale celorlalte conductoare fiind nule, 
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jj
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                                    (2.217) 

 

Coeficientul γjk este  negativ şi egal cu sarcina electrică indusă pe suprafaţa 
conductorului j de potenţialul pozitiv egal cu unitatea al conductorului k, 
potenţialele celorlalte conductoare fiind nule. Astfel dacă potenţialul conductorului 
k este pozitiv  şi liniile de câmp încep de pe conductorul k şi se termină pe 
conductoarele j (j=k), rezultă ρAj < 0. În acord cu teorema ariilor corespondente, 
sarcinile care încarcă ariile corespondente ale conductoarelor j,  k fiind egale şi de 
semne opuse, rezultă: 

 

γjk= γkj < 0.                                          (2.218) 
 

c. Relaţiile lui Maxwell cu referire la capacităţi parţiale. Dacă sistemul 
de sarcini este complet, 

 

0q
n

1j
j =∑

=
,                                           (2.219) 

 

din relaţiile (2.215) rezultă: 
 

;n,...,2,1k;0
n

1j
jk∑

=
==γ .n,...,2,1j;0

n

1k
jk∑

=
==γ         (2.220) 

 

Relaţiile (2.215) se pot scrie sub forma următoare: 
 

( ) ( ) ( ) ...VV...VVVVq kjjk2j2j1j1jj −−γ−−−γ−−γ−=  
 

( ) ( ) .n,...,2,1j;......VVV jnjk2j1jjnjjn =γ++γ++γ+γ+−λ−           (2.221) 
 

Ţinând seama de relaţiile (2.220), relaţiile (2.221) devin: 
 

),VV(...)VV(...)VV()VV(q njjnkjjk2j2j1j1jj −γ−−−γ−−−γ−−γ−= (2.222) 
 

              j=1,2,...,n, 
 

respectiv: 
 

;UC...UC...UCUCq n1n1k1k1131312121 +++++=  
 

   

,UC...UC...UCUCq
.......................................................................

;UC...UC...UCUCq
.......................................................................
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1n,n1n,nnknk2n2n1n1nn

jnjnjkjk2j2j1j1jj

n2n2k2k2232321212

−−+++++=

+++++=

+++++=

        (2.223) 

 

unde  
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       0C jkjk >γ−=                                              (2.224) 
 

este capacitatea parţială între conductoarele j şi k. 
Sistemul (2.223) constituie  relaţiile lui Maxwell cu referire la capacităţi 

parţiale. Sarcina qj care încarcă conductorul j este egală cu suma sarcinilor parţiale 
Cjk(Vj – Vk) proporţionale cu  diferenţele de potenţial Vj – Vk. 
 

2.14.3. Capacităţi în serviciu 
 

Liniile electrice aeriene şi cablurile multifilare  de transmisie a energiei sau 
de telecomunicaţii funcţionează în anumite condiţii privind potenţialele sau 
sarcinile electrice care le încarcă. Pentru o linie sau un cablu cu n conductoare 
având potenţiale Vn şi sarcinile qn, pământul fiind conductorul de referinţă, 
condiţiile de funcţionare numite şi de  serviciu  sunt: 
• Serviciul cu suma tensiunilor tuturor conductoarelor faţă de pământ, Uj0 = Uj, 

egală cu  zero,  
 

∑
=

=
n

1j
j 0U ;                                               (2.225) 

 

• Serviciul cu suma tuturor sarcinilor conductoarelor egală  cu zero,  
 

  ;                                              (2.226) ∑
=

=
n

1j
j 0q

  

• Serviciul cu toate conductoarele la aceeaşi tensiune faţă de pământ,  
 

nj21 U...U...UU ===== ;                              (2.227) 
 

• Serviciul cu aceeaşi sarcină pe fiecare conductor, 
 

.q...q...qq nj21 =====                                 (2.228) 
 

Capacitatea în serviciu Csjk între conductoarele j şi k ale liniei funcţionând 
într-un anumit serviciu, este raportul dintre sarcina unuia dintre conductoarele j sau 
k şi diferenţa  dintre potenţialul lui şi al celuilalt conductor,  

 

jk

k

kj

j
skjsjk VV

q
VV

q
CC

−
=

−
== .                           (2.229)  

                  

 Capacitatea în serviciu a liniei bifilare 
aeriene. Se consideră două conductoare paralele de 
lungime  foarte mare şi de rază a, situate la 
distanţa d >> a (fig. 2.46). Conductoarele sunt 
situate la mare depărtare de pământ şi sunt 
încărcate cu sarcini distribuite lineic, având 
densităţile ρ

l

l şi -ρl.  

2a 2a 

d 

P 

r1 r2 

ρl -ρ

Fig. 2.46 

l 
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 Potenţialul electrostatic într-un punct P se calculează cu relaţia (2.179) şi 
aplicând teorema superpoziţiei se obţine: 
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επ
= .                    (2.230) 

 

Aducând succesiv punctul P pe suprafaţa conductoarelor, din relaţia (2.230) se 
obţin potenţialele celor două conductoare: 
 

a
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V
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l
1 επ
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d
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2
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0

l
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ρ
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Capacitatea în serviciu se calculează cu relaţia (2.229): 
 

a
dlnVV

qC 0

21

1
12

lεπ
=

−
= ,                                     (2.232)                     

 

iar pentru capacitatea specifică se obţine: 
 

a
dln

CC 012
12s

επ
==

l
.                                        (2.233) 

 
 

2.15. RELAŢIILE FUNDAMENTALE ALE CÂMPULUI 
ELECTROSTATIC  

 
În cadrul acestui paragraf se reiau unele rezultate obţinute în paragrafele 

precedente şi care constituie relaţiile fundamentale ale electrostaticii. Aceste relaţii 
sunt: 
• relaţia dependenţei dintre inducţie, intensitate şi polarizaţie în câmp 
electrostatic (2.86), 
 

D = ε0E + P,                                            (2.234) 
 

respectiv (2.91), 
 

D = εE                                                 (2.235) 
 

pentru dielectricii liniari izotropi şi omogeni, fără polarizaţie permanentă; 
• teorema fluxului electric sub formă integrală (2.93), respectiv locală (2.100), 

 

Σ
Σ

Σ ==Ψ ∫∫ qdAnD , vdiv ρ=D ;                               (2.236) 

 

• teorema potenţialului electrostatic, sub formă integrală (2.162), respectiv locală 
(2.171): 
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0=∫
Γ

dsE ,  0rot =E ;                                     (2.237) 

 

• consecinţă a teoremei potenţialului electrostatic (2.157), 
 

E = - gradV,                                            (2.238) 
 

unde V este potenţialul electrostatic; 
• relaţia de echilibru electrostatic pentru medii conductoare omogene (1.187): 
 

E = 0.                                                 (2.239)  
 

În concordanţă cu cele arătate în paragraful 2.9.1, în cazul câmpului 
electrostatic, liniile de câmp electric sunt linii deschise care încep şi se termină în 
punctele în care divergenţa vectorului E este diferită de zero. După cum rezultă din 
relaţiile (2.234), (2.235) şi (2.236), mărimea divE poate fi diferită de zero în 
punctele în care densitatea de sarcină electrică adevărată este diferită de zero sau în 
punctele în care mărimea divP este diferită de zero, respectiv în punctele în care 
variază permitivitatea. De asemenea, în cazul câmpului electrostatic, liniile de 
inducţie electrică sunt linii deschise care încep şi se termină în punctele în care 
divergenţa vectorului D este diferită de zero. Mărimea divD poate fi diferită de 
zero numai în punctele în care densitatea de sarcină electrică adevărată este diferită 
de zero.    

 
2.15.1. Ecuaţiile lui Poisson şi Laplace pentru potenţialul electrostatic 
 

În cazul dielectricilor liniari, fără polarizaţie electrică permanentă din 
ecuaţiile (2.236), (2.235) şi (2.238) se obţine: 

 

( ) ( ) =ε−=ε==ρ gradVdivdivdivv ED  
 

( ) ε−Δε−=ε−ε−= gradVgradVgradVgradgradVdiv ,                 (2.240) 
 

sau 
 

gradVgrad1V v ε
ε

−
ε
ρ

−=Δ .                                  (2.241) 
 

Dacă, în plus, dielectricii sunt omogeni, permitivitatea este constantă şi ecuaţia 
(2.241) devine: 
 

ε
ρ

−=Δ vV .                                              (2.242) 
 

Oricare dintre ecuaţiile (2.241), (2.242) este de tip eliptic neomogenă şi se numeşte 
ecuaţia lui Poisson. Partea neomogenă a ecuaţiei lui Poisson, reprezentată de 
densitatea de sarcină electrică, constituie sursa câmpului electrostatic. 

Conform celor arătate în paragraful 2.12.2, în cazul dielectricilor liniari, fără 
polarizaţie electrică permanentă, potenţialul electrostatic determinat într-un punct 
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oarecare din dielectric de sarcina electrică distribuită cu densitate de volum ρv într-
un domeniu finit, când se poate alege potenţialul punctului de la infinit nul, este dat 
de relaţia (2.144): 

 

 ∫∫∫
ρ

πε
=

v

v dv
r4

1V .                                      (2.243) 

 

Pe de altă parte, în aceleaşi condiţii de mediu, potenţialul electrostatic 
satisface ecuaţia de tip Poisson (2.242) a cărei soluţie are tocmai expresia (2.243). 

Dacă ρv = 0, ecuaţia omogenă se numeşte ecuaţia lui Laplace,  
 

0V =Δ .                                               (2.244) 
 

În general, rezolvarea ecuaţiilor Poisson şi Laplace nu se referă la întreg 
spaţiul, deoarece acesta nu este întotdeauna accesibil în întregime. De aceea, apare 
necesitatea rezolvării ecuaţiilor numai pentru un anumit domeniu vΣ pe a cărui 
frontieră Σ sunt date în fiecare punct anumite condiţii, numite condiţii la limită sau 
pe frontieră. Prin condiţii pe frontiera domeniului se înţeleg valorile care pot fi 
prescrise pentru potenţialul scalar V, derivate ale acestuia sau combinaţiile lor, 
încât soluţia să fie unică.  

 
2.15.2. Formulele lui Green pentru câmpuri de scalari 
 

Fie U şi V două câmpuri de scalari diferite în domeniul vΣ. Aplicând teorema 
divergenţei fluxului vectorului UgradV, se obţine prima formulă a lui Green pentru 
câmpuri de scalari: 

 

( ) ( )∫∫∫ ∫∫∫∫∫
Σ Σ

+Δ==
Σ v v

dvgradVgradUVUdvgradVUdivdAgradVU n . (2.245) 

 

Pentru U = V, relaţia (2.245) devine: 
 

( )[ ]dvgradVVVdAgradVV
v

2
∫∫∫∫∫
Σ

+Δ=
Σ

n .                    (2.246) 

 

Înlocuind în relaţia (2.245) U cu V şi V cu U se obţine: 
 

( ) ( )∫∫∫ ∫∫∫∫∫
Σ Σ

+Δ==
Σ v v

dvgradUgradVUVdvgradUVdivdAgradUV n . (2.247) 

 

Scăzând membru cu membru relaţiile (2.245) şi (2.247) se obţine a doua formulă a 
lui Green pentru câmpuri de scalari:   
 

( ) ( )∫∫∫∫∫
Σ

Δ−Δ=−
Σ v

dvUVVUdAgradUVgradVU n .         (2.248) 

 
2.15.3. Condiţiile pe frontieră pentru potenţialul scalar 
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Fie V1(P) şi V2(P) două soluţii diferite ale ecuaţiei lui Poisoon în domeniul 
vΣ cu aceleaşi condiţii pe frontiera Σ a domeniului. Ca urmare, în interiorul 
domeniului vΣ sunt îndeplinite relaţiile: 

 

( ) ( )
ε

ρ
−=Δ

PPV v
1 ; ( ) ( )

ε
ρ

−=Δ
PPV v

2 ; .               (2.249) Σ∈vP
 

 Mărimea diferenţă 
 

( ) ( ) ( ) Σ∪∈−= ΣvP,PVPVPV 21d                          (2.250) 
 

satisface ecuaţia lui Laplace (2.244) 
 

( ) ( ) ( ) Σ∈=Δ−Δ=Δ vP,0PVPVPV 21d ,                         (2.251) 
 

cu condiţii pe frontieră nule, deoarece cele două soluţii au aceleaşi condiţii pe 
frontiera Σ. 
Scriind prima formulă a lui Green (2.246) pentru scalarul Vd(P), se obţine: 
 

( )[ ]dvgradVVVdAgradVV
v

2
ddddd ∫∫∫∫∫

Σ

+Δ=
Σ

n .             (2.252) 

 

Integrandul primului membru al relaţiei (2.252) conţine valorile lui Vd(P) şi 
gradVd(P), nule pe frontiera Σ. Integrandul se anulează pentru Vd(P) = 0 sau 
ngradVd = 0. Ca urmare, condiţiile pe frontieră pentru ecuaţiile scalare Poisson şi 
Laplace sunt: 
• de tip Dirichlet sau de prima speţă, dacă se prescriu pe frontieră valorile 
potenţialului V(P), P∈Σ; 
• de tip Neumann sau de a doua speţă, dacă se prescriu valorile componentei 
normale a gradientului de potenţial ngradV, P∈Σ; 
• de tip Robin sau de a treia speţă, dacă în fiecare punct de pe frontieră este dată 
o relaţie liniară în raport cu V(P) şi ngradV, 
 

( ) ( ) ( ) ( ) Σ∈=
∂
∂

+ P,Pc
n
VPbPVPa ,                             (2.253) 

 

unde a(P), b(P) şi c(P) sunt funcţii de punct definite pe frontiera Σ şi nenule. 
Condiţia pe frontieră este omogenă sau naturală dacă c(P) = 0 şi neomogenă dacă 
c(P) ≠ 0.  
 

2.15.4. Teorema unicităţii soluţiilor ecuaţiilor Poisson şi Laplace pentru   
                                         potenţialul scalar 
 

Enunţul teoremei este următorul: soluţiile ecuaţiilor Poisson (2.242) şi 
Laplace (2.244) cu condiţii pe frontieră de tip Dirichlet sunt unice şi cu condiţii de 
tip Neumann sunt unice până la o constantă aditivă. 

Pentru demonstrarea teoremei se continuă raţionamentul de la paragraful 
precedent. În relaţia (2.252) integrandul primului membru este nul în ambele 
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probleme, fie de tip Dirichlet fie de tip Neumann. Deoarece ( ) Σ∈=Δ vP,0PVd  
(2.251), relaţia (2.252) devine: 

 

( ) 0dvgradV
v

2
d =∫∫∫

Σ

.                                 (2.254) 

 

Deoarece gradientul funcţiei Vd apare în expresia de sub integrală la pătrat, relaţia 
(2.254) nu poate fi satisfăcută decât dacă:  
  

gradVd = 0.                                      (2.255) 
 

Din relaţia (2.255) se obţine: 
Vd(P) = C,                                       (2.256) 
 

unde C este o constantă. 
În problema Dirichlet, Vd fiind nul pe frontiera Σ, rezultă C = 0,  

 şi soluţia este unică. În problema Neumann,            
V
( ) ( ) Σ∪∈= ΣvP,PVPV 21

1(P) – V2(P) = C şi soluţia este unică până la o constantă aditivă C. 
În relaţia (2.252) integrandul primului membru se anulează numai dacă 

Vd(P) = 0, care implică condiţia Dirichlet, sau dacă ngradVd = 0, care implică 
condiţia Neumann. În acest fel, cele două condiţii sunt impuse de necesitatea 
stabilirii unicităţii soluţiei. 
 

 
2.16. METODE DE ANALIZĂ A CÂMPULUI ELECTROSTATIC 

 
Se consideră în domeniul dielectric vΣ mărginit de suprafaţa Σ un sistem de 

conductoare în echilibru electrostatic. Analiza câmpului electrostatic constă din 
determinarea intensităţii câmpului şi potenţialului în orice punct din dielectric, 
respectiv a potenţialelor conductoarelor, fiind cunoscute sarcinile care le încarcă. 
Problema inversă constă din determinarea sarcinilor conductoarelor atunci când 
potenţialele acestora sunt cunoscute. În ambele probleme se presupun cunoscute 
condiţiile pe frontieră, de tip Dirichlet sau Neumann. De asemenea, metodele de 
analiză permit calculul capacităţilor. 

În general, soluţiile problemelor de câmp electrostatic sunt funcţii de toate 
coordonatele spaţiale şi problemele se numesc tridimensionale. Dacă soluţiile 
depind numai de două, respectiv numai de o coordonată spaţială, problemele se 
numesc bidimensionale, respectiv unidimensionale. O clasă de probleme 
bidimensionale o constituie problemele plan paralele. În acest caz, mărimile 
câmpului sunt aceleaşi în punctele reperate identic în planele normale pe o axă şi 
nu depind de coordonata în lungul axei. O altă clasă de probleme bidimensionale o 
constituie cele cu simetrie axială. Într-un sistem de coordonate cilindrice (r, ϕ, z), 
soluţia unei probleme cu simetrie axială nu depinde de coordonata unghiulară ϕ.  

Metodele de analiză a câmpului electrostatic se clasifică în metode analitice, 
numerice, grafice [10,13]  şi analogice [10,13].  
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2.16.1. Metode analitice de calcul a câmpului electrostatic 
 

Dezavantajul metodelor analitice constă din numărul relativ redus de 
configuraţii de câmp în care pot fi aplicate.  

Principalele metode analitice sunt: metoda directă, metoda integrării 
ecuaţiilor Poisson şi Laplace prin separarea variabilelor, metoda imaginilor 
electrice, metoda funcţiilor de variabilă complexă, metoda inversiunii geometrice 
[10], metoda transformării conforme [10,13], metoda funcţiilor Green [10].  

 

 a. Metoda directă se aplică, în principal, pentru repartiţii de sarcină în 
dielectricul izotrop, liniar şi omogen de permitivitate constantă care ocupă spaţiul 
infinit sau domenii finite mărginite de suprafeţe echipotenţiale. Această metodă 
constă în calculul intensităţii câmpului electric şi a potenţialului utilizând teorema 
lui Coulomb, teorema superpoziţiei şi teorema fluxului electric. Aplicaţii ale 
metodei directe au fost prezentate în paragrafele 2.10.3 şi 2.12.7. 

 

 b. Metoda imaginilor electrice. Metoda imaginilor electrice se aplică 
pentru calculul câmpurilor produse de surse date într-un domeniu omogen şi 
izotrop mărginit de suprafeţe de discontinuitate (de exemplu, suprafaţa de separaţie 
dintre doi dielectrici sau un conductor şi un dielectric). Principiul metodei este 
următorul: se consideră sursele date situate în mediul omogen şi izotrop care se 
presupune infinit extins (adică se suprimă suprafeţele de discontinuitate) şi se 
introduc surse suplimentare, echivalente cu suprafeţele de discontinuitate 
suprimate, în ceea ce priveşte contribuţia la producerea câmpului în domeniul dat. 
Determinarea câmpului într-un domeniu mărginit se reduce astfel la problema 

determinării câmpului produs de surse într-un domeniu 
omogen şi izotrop infinit extins. Dificultatea problemei 
constă în determinarea poziţiei şi a valorilor surselor 
suplimentare astfel încât să fie satisfăcută condiţia de 
echivalenţă amintită, adică să se menţină condiţiile de 
unicitate. Sursele suplimentare sunt numite surse 
imagini, respectiv imagini electrice. Aceste surse 
trebuie determinate astfel încât să rămână neschimbate 
condiţiile pe frontiera interioară a domeniului dat. 
Sursele imagini sunt situate, de obicei, în afara 
domeniului dat. Aceste surse nu sunt în general univoc 
determinate.  
 Metoda imaginilor electrice în raport cu 
semispaţiul conductor. Se consideră o sarcină 

punctiformă q > 0 situată într-un dielectric omogen de permitivitate ε, la distanţa d 
de un conductor infinit care ocupă semispaţiul din stânga (fig. 2.47). Considerăm 

+q 

V=0 

-q 

d d 

P 

r1

r2 

Fig. 2.47  

Σ 

n 
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nul potenţialul conductorului. În acest caz, suprafaţa de discontinuitate este 
suprafaţa de separaţie plană dintre conductor şi dielectricul de permitivitate ε. 
Toate liniile intensităţii câmpului electric care încep pe sarcina +q se termină pe 
conductorul plan, pe care apare o sarcină indusă negativă. Câmpul electric este 
determinat atât de sarcina +q, cât şi de sarcina indusă distribuită pe suprafaţa 
planului conductor. Din condiţiile problemei nu se cunoaşte distribuţia sarcinii 
induse, aceasta urmând a fi determinată.  
 Problema calculului câmpului se rezolvă aplicând metoda imaginilor 
electrice. Să presupunem că înlăturăm conductorul, dar pe prelungirea 
perpendicularei coborâtă din punctul în care se află sarcina +q pe suprafaţa 
conductorului aducem, la aceeaşi distanţă d de suprafaţa conductorului, o sarcină 
imagine –q (dielectricul omogen ocupând acum întregul spaţiu). Poziţia sarcinii 
electrice imagine coincide cu poziţia imaginii optice virtuale care s-ar obţine dacă 
suprafaţa conductorului ar fi înlocuită cu o oglindă plană şi de aici provine şi 
denumirea metodei.   
 Într-un punct oarecare P, potenţialul V este stabilit de sarcina punctiformă   
+ q şi de sarcina imagine – q: 
  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

πε
=

21 r
1

r
1

4
qV

âmpului electric E într-un punct P se exprimă pe baza teoremei 

.                                      (2.257) 

 

În acest caz, într-un punct al planului Σ (r1 = r2), 
care coincidea înainte cu suprafaţa conductorului, 
potenţialul este nul. Ca urmare, pentru domeniul D, 
constituit de semispaţiul din dreapta şi numai 
pentru el, avem o perfectă identitate în privinţa 
datelor problemelor în ambele situaţii: sarcina +q în 
prezenţa planului conductor şi sarcinile +q şi –q. În 

conformitate cu teorema unicităţii, câmpul în domeniul D este univoc determinat 
de distribuţia sarcinilor şi de condiţiile de frontieră. Dar, în cele două situaţii, în 
semispaţiul din dreapta, distribuţia sarcinilor este aceeaşi (sarcina +q la distanţa d 
de plan) şi condiţiile de frontieră sunt aceleaşi (planul Σ este echipotenţial şi de 
potenţial nul). Deci, în loc de a rezolva problema “sarcina +q în prezenţa planului 
conductor”, rezolvăm problema “sarcinile +q şi     - q“, care este mai simplă.  
Intensitatea c

dA 

α 
dα 

r 
d 

s 
ds 

Σ 

Fig. 2.48    

P 

superpoziţiei: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

επ
= 3

2

2
3

1

1

rr4
q rrE .                                   (2.258) 

În punctele suprafeţei planului (r1 = r2 = r), intensitatea câmpului electric este: 
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 ( 213r4
q rrE −
επ

= ) .                                        (2.259) 

 
Dacă n este versorul normalei pe plan (fig. 2.48), atunci r1 – r2 = -2dn şi deci intensitatea 

câmpului electric este normală pe suprafaţa planului: 

 

nE 3r2
dq
επ

−= .                                      (2.260) 

 
 Densitatea de suprafaţă a sarcinii electrice induse pe suprafaţa planului conductor este 

egală cu componenta normală a inducţiei electrice în punctele din dielectric situate în imediata 

vecinătate a planului: 

 

 3nnA r2
dqED
π

−=ε==ρ .                                  (2.261) 

 

Pe suprafaţa conductorului se separă prin influenţă electrostatică sarcina negativă, 
a cărei densitate superficială tinde spre zero în punctele planului foarte depărtate de 
sarcina +q. Sarcina indusă este maximă în piciorul perpendicularei dusă din 
punctul în care se află sarcina +q pe plan: 

 

2A d2
q
π

−=ρ .                                             (2.262) 

 

Sarcina totală a planului este: 
 

∫∫∫∫
ΣΣ

Σ π
−=ρ= 3A r

dA
2

dqdAq .                                  (2.263) 

 
Din figura 2.48 rezultă α= ddssdA , 222 dsr +=  şi deci relaţia (2.263) devine:   

  

( )
q

ds
1dqd

ds

dss
2

dqq
0

22

2

00 2
322

−=
+

−−=α
+π

−=
∞π∞

Σ ∫∫ .               (2.264) 

 

Prin urmare, sarcina totală a planului qΣ este egală cu sarcina imagine –q. 
 

Aplicaţie. Capacitatea în serviciu a liniei bifilare aeriene. Se consideră linia 
constituită din două conductoare cilindrice de rază a dispuse paralel cu solul la 
distanţele h1, h2 >>a. Conductoarele sunt încărcate cu sarcini distribuite liniar 
având densităţile ρl şi -ρl şi sunt dispuse paralel la distanţa d >> a (fig. 2.49). 
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Introducând conductoarele imagini 1’ şi 2’ încărcate cu sarcinile -ρl şi ρl şi 
cunoscând potenţialul produs de un fir rectiliniu uniform încărcat şi infinit extins 
(2.179), potenţialul într-un punct P din dielectricul situat deasupra solului se 
calculează aplicând principiul superpoziţiei: 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

πε
ρ

= '
2

2

1

'
1l

P r
rln

r
rln

2
V .                                 (2.265) 

 

Potenţialele celor două conductoare 1 şi 2 se determină deplasând punctul P pe 
suprafeţele acestora. Astfel, pentru conductorul 1:  
 

( ) ( ) 22
21

'''
2

22
12

'
21

'
11 dhhdr;dhhdr;h2r;ar ++==+−==== ,  (2.266) 

iar pentru conductorul 2: 
 

( ) ( ) 2
'
22

22
21

'''
1

22
12

'
1 h2r;ar;dhhdr;dhhdr ==++==+−== .   (2.267) 

 

Introducând succesiv relaţiile (2.266) şi (2.267) în expresia (2.265), se obţin 
potenţialele conductoarelor 1 şi 2: 
 

( )
( ) 22

12

22
121l

1
dhh

dhh
a
h2ln

2
V

++

+−
πε
ρ

= ;   
( )
( ) 22

12

22
12

2

l
2

dhh

dhh
h2
aln

2
V

+−

++
πε
ρ

=   (2.268) 
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şi apoi din raportul 
21

l

VV −
ρ l  se determină capacitatea în serviciu C12, respectiv 

capacitatea specifică Cs12: 
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dhh
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hh2
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επ
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l
;    

( )
( ) 22

12

22
1221

12s

dhh

dhh
a

hh2
ln

C

++

+−

επ
= . (2.269) 

 

Notând cu ( ) 22
12 dhhD +−= şi la limită pentru h1, h2 → ∞ se regăseşte 

capacitatea liniei bifilare la mare depărtare de pământ (2.233). 
 

 c. Metoda integrării ecuaţiilor Poisson şi Laplace prin separarea variabilelor. 

Soluţia generală a ecuaţiei Poisson (2.242), 
ε
ρ

−=Δ vV , conţine doi termeni: 
 

V = Vp + V0,                                            (2.270) 
 

unde Vp este o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene, iar V0 este soluţia ecuaţiei 
Laplace (2.244), . 0V =Δ
 În problema plană, în sistemul de coordonate carteziene, ecuaţia Laplace 
devine: 
 

0
y
V

x
V

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂ .                                        (2.271) 

 

 În metoda separării variabilelor, soluţia ecuaţiei (2.271) este o serie ai cărei 
termeni sunt produse a două funcţii X(x) şi Y(y),  
  

( ) ( ) ( )yYxXy,xV = .                                      (2.272) 
 

Introducând soluţia (2.272) în ecuaţia (2.271) şi împărţind prin XY, se obţine: 
 

0
y
Y

Y
1

x
X

X
1

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

.                                         (2.273) 

 
Fiecare dintre termenii ecuaţiei (2.273) depinde numai de una dintre coordonate şi ecuaţia se 

descompune în două ecuaţii prin egalarea fiecărui termen cu o constantă, 

 

2
2

2

x
X

X
1

λ−=
∂
∂

;  2
2

2

y
Y

Y
1

λ=
∂
∂

.                                 (2.274) 

 

Soluţiile ecuaţiilor (2.274) fiind: 
 

⎩
⎨
⎧

=λ+
≠λλ+λ

= λλ

,0,BxA
,0,xcosBxsinA

X
00

  ;          (2.275) 
⎩
⎨
⎧

=λ+
≠λλ+λ

= λλ

,0,DyC
,0,ychDyshC

Y
00

 

soluţia V(x,y) este următoarea: 
 

( ) ( )( )+++= 0000 DyCBxAy,xV  
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( )( )∑
λ

λ λλλ λ+λλ+λ+ ychDyshCxcosBxsinA .                     

(2.276) 
 

 Aplicaţie. Problema Dirichlet pentru interiorul 
dreptunghiului (fig.2.50). Se consideră domeniul din 
interiorul dreptunghiului de laturi a, b. Potenţialul pe 
latura y = 0 este V(x,0) = f0(x) şi nul pe celelalte laturi. 
Din condiţia V(0,y) = V(a,y) = 0 rezultă A0  = B0 = D0 

= Bλ = 0, sinλa = 0 şi deci ...,2,1k,
a

k
=

π
=λ Pe latura y 

= b, condiţia V(x,b) = 0 este satisfăcută dacă 
. Prin urmare, soluţia (2.276) devine: ( ybshEychDyshC −λ=λ+λ λλλ

y 

b 
V=0 

V=0 

O V=f0(x) 
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x 

Fig.2.50  
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( ) ( ) =−λλ= ∑
λ

λλ ybshxsinEAy,xV  

 

∑
∞

=

−
ππ=

1k
k a

ybshk
a
xksinM .                                      (2.277) 

 

Constantele Mk se determină din condiţia V(x,0) = f0(x), adică: 
 

( )xf
a
bshk

a
xksinM 0

1k
k =ππ∑

∞

=
.            (2.278) 

 

Multiplicând ambii membri cu 
a
xksin  şi integrând între 0 şi a se obţine: π

 

( )∫ π
π

=
a

0
0k dx

a
xksinxf

a
bshka

2M .                              (2.279) 

 

De exemplu, pentru f0(x) = V0, rezultă M2k = 0, 
( ) ( )

a
b1k2sh1k2

V4M 0
1k2

π+π+
=+  şi 

potenţialul electrostatic într-un punct din interiorul dreptunghiului are expresia: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )∑
∞

= π+

−
π+

π+
+π

=
0n

0

a
b1n2sh

yb
a

1n2sh

a
x1n2sin

1n2
1V4y,xV .           (2.280) 

  
2.16.2. Metode numerice de calcul a câmpului electrostatic 

 

Metodele numerice se bazează pe aproximarea prin discretizare a ecuaţiilor 
cu derivate parţiale sau a ecuaţiilor integrale prin sisteme de ecuaţii algebrice. În 
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ambele cazuri, sistemul de ecuaţii algebrice care se obţine se numeşte 
discretizantul ecuaţiei cu derivate parţiale sau ecuaţiei integrale. 

Comparativ cu metodele analitice, cele numerice prezintă o arie de 
aplicabilitate mai mare, fiind supuse la restricţii 
mai puţine. Deşi aproximative, metodele 
numerice (dacă satisfac anumite criterii 
calitative de rigoare şi convergenţă) conduc cu 
aceeaşi certitudine ca şi metodele directe la 
rezultate acceptabile. Principalele metode 
numerice sunt: h h 
• metoda diferenţelor finite (MDF); 
• metoda elementelor finite (MEF). 

 

a. Metoda diferenţelor finite (MDF). În 
metoda diferenţelor finite se aproximează 

ecuaţiile cu derivate parţiale (Poisson şi Laplace) prin ecuaţii cu diferenţe finite 
care conţin valorile funcţiei necunoscute în puncte distincte, distribuite în interiorul 
domeniului, în nodurile unei reţele având o anumită structură. În consecinţă, în 
MDF în loc de a calcula funcţia necunoscută în orice punct din domeniu, se 
calculează numai valorile ei în nodurile reţelei în care a fost divizat domeniul. 

Pe frontieră, în loc de a se considera toate valorile funcţiei sau componentei 
normale a gradientului acesteia, se iau în considerare numai valorile din punctele 
situate la intersecţia frontierei cu reţeaua de divizare. 

x
i-1 i i+1 

Vi 

Vi+1 

Vi-1 

Fig. 2.51   



 90 

Aproximarea funcţiilor şi a derivatelor lor 
prin diferenţe finite. Se consideră funcţia V(x) 
definită pe intervalul [a,b], discretizat cu pasul 
constant 

n
abh −

=  (fig.2.51). Extremităţile 
subintervalelor se numesc noduri şi se numerotează 
de la stânga la dreapta cu 0, 1, 2, 3,..., i-1, i, i+1,..., n 
incluzându-se şi cele două valori extreme. Fie V0, 
V1, V2,..., Vi-1, Vi, Vi+1,..., Vn valorile funcţiei în cele 
n+1 noduri. Şirul {Vi} poate fi considerat drept 
aproximarea funcţiei V(x) definită în nodurile de 
discretizare. Dacă soluţia unei ecuaţii diferenţiale 
este reprezentată de funcţia V(x), ea poate fi 
aproximată prin tabelul de valori {Vi} ale soluţiei. 

Pentru nodul i se definesc următoarele diferenţe finite de ordinul unu ale 
funcţiei V(x):  
• diferenţa finită regresivă (sau înapoi): 

 

1iii VVV −
− −=∇ ;                                        (2.281) 

 

• diferenţa finită progresivă (sau înainte): 
 

i1ii VVV −=∇ +
+ ;                                        (2.282) 

 

• diferenţa finită simetrică (sau centrală) de ordinul I: 
  

2
1i

2
1i

i VVV
−+

∧
−=∇ ,                                     (2.283) 

 

unde 
2
1i

V
+

 şi 
2
1i

V
−

 sunt valorile funcţiei V(x) la jumătatea intervalelor adiacente 

nodului i. 
Pentru aproximarea derivatelor funcţiei V prin diferenţe finite, se dezvoltă 

funcţia V(x) în serie Taylor în nodurile învecinate nodului i: 
 

...
x
Vh

!2
1

x
VhVV 2

i
2

2i
i1i +

∂
∂

+
∂
∂

+=+                      (2.284) 
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−=−                      (2.285) 
 

Neglijând mărimile mici, superioare celor de ordinul al treilea, din diferenţa, 
respectiv suma relaţiilor (2.284) şi (2.285), rezultă:  

 

x
Vh2VV i

1i1i ∂
∂

=− −+ ; ...
x
VhV2VV 2

i
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2
i1i1i +

∂
∂

+=+ −+          (2.286) 
 

Din relaţiile (2.286) se obţin aproximările derivatelor de ordinul unu şi doi ale 
funcţiei V(x) prin diferenţe finite: 
 

( 1i1i
i VV

h2
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x
V

−+ −=
∂

)∂ ;                                   (2.287) 
 

( 1ii1i22
i
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h
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x
V
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∂
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Pentru aproximarea ecuaţiei lui Poisson pentru potenţialul scalar în problema 
plan – paralelă, domeniul de câmp se discretizează într-o reţea rectangulară, având 
paşii hx= hy= h (fig. 2.52). A aproxima laplaceanul 

 

( ) 2

2

2

2

y
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x
Vy,xV
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∂
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=Δ                                   (2.289) 

 

i,j 

i,j-1 

i,j+1 

i+1,j i-1,j 

y 

x

h

h 

i=0,1,2,3,...,p;  j=0,1,2,3,...,q 

. 2.52    

Σ 

i,j 

i,j-1 

i,j+1 

i+1,j i-1,j 

y

x

h

h 
i=0,1,2,3,...,p;  j=0,1,2,3,...,q 

în nodul interior (i,j) prin diferenţe finite înseamnă a înlocui derivatele parţiale de ordinul al 

doilea din expresia laplaceanului de mai sus, pe baza relaţiei (2.288), în funcţie de valorile 

potenţialului în nodurile vecine, prin: 

 

Fig Fig. 2.53    

Σ 
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( )j,1ij,ij,1i22
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Înlocuind (2.290) şi (2.291) în (2.289) se obţine aproximarea laplaceanului prin 
diferenţe finite: 
 

( )j,i1j,i1j,ij,1ij,1i2j,i V4VVVV
h
1V −+++=Δ −+−+ .                  (2.292) 

 

Deci ecuaţia lui Poisson cu diferenţe finite se scrie sub forma: 
 

( ) j,ij,i
v

j,i1j,i1j,ij,1ij,1i2 fV4VVVV
h
1

=
ε
ρ

−=−+++ −+−+ ,           (2.293) 
 

unde fi,j sunt numite funcţii de excitaţii nodale. 
Din ecuaţia (2.293) rezultă potenţialul în nodul interior i,j: 
 

( )j,i2
1j,i1j,ij,1ij,1ij,i fhVVVV

4
1V −+++= −+−+  .                  (2.294) 

 

Dacă pe frontiera Σ a domeniului se cunosc valorile potenţialului (condiţii de 
tip Dirichlet), sunt posibile două situaţii:  

• Frontiera intersectează reţeaua numai în noduri (fig. 
2.53). În acest caz, din datele problemei sunt cunoscute 
valorile potenţialului V în nodurile reţelei care sunt 
situate pe frontiera Σ a domeniului. Ca urmare, se scrie 
câte o ecuaţie de forma (2.294) pentru fiecare nod 
interior (care nu cade pe frontiera domeniului). Numărul 
ecuaţiilor este egal cu numărul nodurilor interioare ale 
reţelei, deci este egal cu numărul necunoscutelor; 
• Reţeaua de discretizare este intersectată de frontiera 
domeniului (fig. 2.54). În acest caz, pentru aproximarea 

ecuaţiei lui Poisson, se scriu dezvoltările în serie Taylor: 
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i,j-1 

i,j+1 

i+1,ji-1,j 
βh 
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Fig. 2.54    
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unde α < 1, β < 1.  
Din relaţiile (2.295) – (2.298) rezultă: 
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Prin urmare, ecuaţia lui Poisson cu diferenţe finite are forma: 
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unde valorile VA şi VB sunt cunoscute.  B

Dacă pe frontiera domeniului de calcul se prescriu condiţii de tip Neumann, 
se procedează după cum urmează: cu un pas mic al reţelei de discretizare se poate 
face ca nodul (i+1,j) să se afle în vecinătatea frontierei sau chiar pe frontieră. Se va 
considera că potenţialul Vi+1,j al nodului (i+1,j) este egal cu potenţialul VN al 

punctului N (fig. 2.55) în care se cunoaşte 
valoarea derivatei după normală a 
potenţialului: 
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Fig. 2.55    
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unde yxx nn un +=  este versorul 
normalei pozitive la frontiera Σ a 
domeniului.  
Dezvoltând funcţia V(x,y) în serie în jurul 

nodului (i+1,j) şi neglijând termenii superiori celor de ordinul întâi, se obţine: 
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Deoarece s-a considerat că VN = Vi+1,j , relaţia (2.303) devine: 
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N

1j,1iyj,ixj,1iyx n
VhVnVnVnn
∂
∂

=−−+ −++ .                       (2.304) 



 94 
 

Pentru punctele de pe frontiera domeniului în care se dau condiţii de tip 
Neumann se obţin relaţii de forma (2.304) care au o precizie mai mică decât 
relaţiile de forma (2.301), care se obţin pentru punctele de pe frontiera domeniului 
în care se dau condiţii de tip Dirichlet. Într-adevăr, pentru a obţine relaţia (2.304) s-
au neglijat termenii superiori celor de ordinul întâi, iar pentru a obţine relaţiile 
(2.301) s-au neglijat termenii superiori celor de ordinul al treilea.  

Metoda diferenţelor finite este convenabilă, în special, pentru medii liniare şi 
omogene, dar poate fi utilizată şi pentru medii neliniare şi neomogene. 

Prin metoda diferenţelor finite se determină valorile funcţiei V în nodurile 
reţelei de discretizare a domeniului de calcul pentru care se cunosc condiţiile pe 
frontieră de tip Dirichlet sau de tip Neumann. Pentru fiecare nod interior 
domeniului se obţine o relaţie de forma (2.294). Pentru nodurile care se află pe 
frontiera domeniului se obţin ecuaţii de forma (2.301), dacă se prescriu pe frontieră 
condiţii de tip Dirichlet, sau de forma (2.304), dacă pe frontieră se prescriu condiţii 
de tip Neumann. În final, se obţine un sistem de ecuaţii care conţine un număr de 
ecuaţii egal cu numărul nodurilor interioare. Sistemul de ecuaţii astfel obţinut se 
poate scrie sub formă matriceală: 

 

[ ]{ } { }FVM = ,                                        (2.305) 
 

unde: {V} şi {F} sunt matrice coloană cu (p-1)(q-1) elemente, iar [M] – matrice de coeficienţi, 

pătrată cu dimensiunea (p-1)(q-1)×(p-1)(q-1). 

Matricea coloană {V} conţine valorile nodale necunoscute Vi,j ale 
potenţialului, iar matricea coloană {F} conţine termenii liberi corespunzători 
funcţiilor de excitaţie nodale fi,j şi condiţiile la limită (pe frontieră), cunoscute. 

Deci MDF conduce la sisteme algebrice cu un număr de ecuaţii egal cu 
numărul nodurilor reţelei de discretizare a domeniului de câmp. 

Sistemele cu număr redus de ecuaţii se pretează la rezolvarea prin metode 
numerice exacte: Gauss, Choleski [9], etc. În cazul sistemelor de mari dimensiuni 
se utilizează metode numerice iterative (sau cu aproximaţii succesive): Jacobi, 
Gauss-Seidel, Liebmann extrapolată, iterativă a direcţiilor alternante [9], etc. 

 

 b. Metoda elementelor finite. Problemele de analiză a câmpului 
electrostatic definit prin ecuaţii diferenţiale cu condiţii la limită sunt 
susceptibile de o formulare integrală echivalentă. Modelul matematic integral 
se obţine aplicând modelului matematic diferenţial corespunzător, metoda 
reziduurilor ponderate. 

Principiul metodei reziduurilor ponderate. 
Metoda reziduurilor ponderate este o metodă de 
obţinere a soluţiilor aproximative pentru ecuaţii 
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diferenţiale. Prin această metodă se caută o soluţie a 
problemei pe întregul ei domeniu de analiză. 

În domeniul vΣ mărginit de suprafaţa Σ = SD ∪ SN considerăm problema 
descrisă de ecuaţia Poisson: 

 

( ) ( )rr fV =Δ ; ( ) ( )
ε

ρ
−=

rr vf                             (2.306) 
 

cu condiţii pe frontieră mixte, de tip Dirichlet pe SD şi de tip Neumann pe SN: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
ND SPNSPD P

n
PV;PPV
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∂
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ϕ= .                 (2.307) 
 

Fie V
)

 o soluţie aproximativă a ecuaţiei (2.306) de forma: 
 

∑
=
α=

n

1i
iiNV̂ ,                                       (2.308) 

 

unde αi sunt coeficienţi de pondere necunoscuţi ce urmează a fi determinaţi, iar Ni 
reprezintă un set de funcţii de interpolare liniar independente (sau funcţii de 
formă). 

Dorim ca soluţia  să fie convergentă spre soluţia exactă V, pe măsură ce 
. Această soluţie  aproximativă se alege astfel încât să satisfacă în mod 

exact condiţiile la limită. 

V̂
∞→n V̂

 Introducem soluţia aproximativă  în ecuaţia (2.306) care acum nu mai este 
satisfăcută în mod exact, 

V̂

 

),(R)(f)(V̂ iα=−Δ rrr ,                            (2.309) 
 

unde este un reziduu de calcul.  ),(R iαr
Deoarece reziduul este nul pentru soluţia exactă, poate fi considerat ca o măsură a 
erorii de aproximare. 
 Metoda reziduurilor ponderate constă în determinarea coeficienţilor αi astfel 
încât eroarea R pe întregul domeniu considerat să fie cât mai mică. Aceasta se 
obţine prin formarea unei medii ponderate a erorii pe întregul domeniu şi prin 
impunerea condiţiei: 
 

0dv)(N),(R
v

ii =α∫∫∫
Σ

rr ,                          (2.310) 

 

unde  sunt funcţiile de formă. )(Ni r
Ţinând seama de ecuaţia (2.309), condiţia (2.310) devine: 
 

( )[ ] 0dv)(N)(fV̂
v
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rrr .                      (2.311) 
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Pe măsură ce n creşte progresiv, se aşteaptă ca soluţia aproximativă să tindă spre 
soluţia exactă V, iar reziduul R să devină tot mai mic. La limită, când n→∞  se 
obţine → V, R→ 0, iar ecuaţia (2.310) este satisfăcută pentru orice set de funcţii 
pondere .  

V̂

V̂
)(Nk r

În problema plan – paralelă descrisă de ecuaţia lui Laplace, condiţia (2.311) 
devine: 
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Se observă că: 
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şi, prin urmare, ecuaţia (2.312) se poate scrie sub forma: 
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Notând cu 
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=  şi aplicând a doua formulă a lui Green (2.248), 
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ecuaţia (2.314) devine: 
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respectiv: 
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Considerând un element de arc ds pe conturul Γ (fig. 2.56), 
rezultă: n 

nx 

ny 
α 

ds Γ 

dx 
dy ds 

 

yndssindsdx =x ;ndscosdsdy α=α = −= ,     (2.318) 
 

unde n este versorul normalei: 
 

Fig. 2.56 
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            α=α=+= sinn;cosn;nn yxyyxx uun .       (2.319)                   

Ţinând seama de relaţiile (2.318), membrul stâng al ecuaţiei (2.317) devine: 
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şi înglobează condiţiile pe frontieră de a doua speţă (de tip Neumann). 
Prin urmare, în problema plan – paralelă, ecuaţia reziduală (2.317) devine: 
 

∫∫∫
Γ ∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

Γ

ds
n
V̂Ndxdy

y
V̂

y
N

x
V̂

x
N

i
S

ii .          (2.321) 

 

Principiul metodei elementelor finite. Se consideră câmpul electrostatic 
bidimensional, plan – paralel, în medii liniare, omogene şi izotrope. Domeniul de 
câmp se partiţionează în m subdomenii disjuncte de formă triunghiulară, numite 
elemente finite (fig. 2.57, a). Se notează cu (xi, yi), (xj, yj), (xk, yk) coordonatele 
vârfurilor i, j, k ale elementului finit cu numărul de ordine e, e = 1, 2, 3, …m (fig. 
2.57 ,b). Potenţialul electrostatic se aproximează, la nivelul fiecărui element finit 
(fig. 2.57, b), prin polinomul liniar: 
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Coeficienţii  se determină din condiţia ca planul de ecuaţie (2.322) să 
treacă prin cele trei valori nodale , ,  ale funcţiei de potenţial elementare. 
Rezultă sistemul: 
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Rezolvând sistemul de ecuaţii (2.323) în raport cu coeficienţii e
3

e
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e
1 ,, βββ , se obţine: 
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unde  este dublul ariei triunghiului cu numărul de ordine e. 
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Înlocuind expresiile coeficienţilor  în relaţia (2.322), se obţine: e
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sau: 
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unde: 
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Introducând notaţiile: 
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relaţia (2.328) devine: 
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respectiv matriceal: 
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unde , ,  reprezintă funcţiile de formă corespunzătoare 
elementului finit triunghiular cu numărul de ordine e. 
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k

  

 Obţinerea ecuaţiilor cu elemente finite prin metoda reziduurilor 
ponderate. La nivelul fiecărui element finit, introducând funcţia de aproximare 
(2.332) în ecuaţia  (2.321) şi se obţine: 
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e
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unde Γe reprezintă conturul elementului finit cu numărul de ordine e. 
Considerând pe rând indicii i = i, j, k se obţine un sistem de 3 ecuaţii care  se poate 
scrie sub formă matriceală (la nivelul unui element finit): 
 

eee }F{}V]{K[ = ,                                           (2.334) 
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unde: [Ke] este matrice de coeficienţi pătrată; {V}e - matricea coloană a 
necunoscutelor; {F}e - matricea coloană a termenilor liberi care conţine informaţii 
referitoare la condiţiile pe frontieră. 
Asamblarea elementelor finite pe întreg domeniul de analiză conduce în final la 
ecuaţia matriceală: 
 

   [K]{V}={F}.                                              (2.335) 
 

Sistemul de ecuaţii (2.335) se rezolvă prin metode iterative [9].  
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 


	CÂMPUL ELECTROSTATIC
	este numită inducţie electrică în corpuri, iar E intensitate a câmpului electric în corpuri.
	2.16. METODE DE ANALIZĂ A CÂMPULUI ELECTROSTATIC
	2.16.1. Metode analitice de calcul a câmpului electrostatic
	Introducând succesiv relaţiile (2.266) şi (2.267) în expresia (2.265), se obţin potenţialele conductoarelor 1 şi 2:
	 c. Metoda integrării ecuaţiilor Poisson şi Laplace prin separarea variabilelor. Soluţia generală a ecuaţiei Poisson (2.242),  , conţine doi termeni:

	 
	2.16.2. Metode numerice de calcul a câmpului electrostatic
	Aproximarea funcţiilor şi a derivatelor lor prin diferenţe finite. Se consideră funcţia V(x) definită pe intervalul [a,b], discretizat cu pasul constant   (fig.2.51).  Extremităţile subintervalelor se numesc noduri şi se numerotează de la stânga la dreapta cu 0, 1, 2, 3,..., i-1, i, i+1,..., n incluzându-se şi cele două valori extreme. Fie V0, V1, V2,..., Vi-1, Vi, Vi+1,..., Vn valorile funcţiei în cele n+1 noduri. Şirul {Vi} poate fi considerat drept aproximarea funcţiei V(x) definită în nodurile de discretizare. Dacă soluţia unei ecuaţii diferenţiale este reprezentată de funcţia V(x), ea poate fi aproximată prin tabelul de valori {Vi} ale soluţiei.
	 b. Metoda elementelor finite. Problemele de analiză a câmpului electrostatic definit prin ecuaţii diferenţiale cu condiţii la limită sunt susceptibile de o formulare integrală echivalentă. Modelul matematic integral se obţine aplicând modelului matematic diferenţial corespunzător, metoda reziduurilor ponderate.

	Principiul metodei reziduurilor ponderate. Metoda reziduurilor ponderate este o metodă de obţinere a soluţiilor aproximative pentru ecuaţii diferenţiale. Prin această metodă se caută o soluţie a problemei pe întregul ei domeniu de analiză.


	Principiul metodei elementelor finite. Se consideră câmpul electrostatic bidimensional, plan – paralel, în medii liniare, omogene şi izotrope. Domeniul de câmp se partiţionează în m subdomenii disjuncte de formă triunghiulară, numite elemente finite (fig. 2.57, a). Se notează cu (xi, yi), (xj, yj), (xk, yk) coordonatele vârfurilor i, j, k ale elementului finit cu numărul de ordine e, e = 1, 2, 3, …m (fig. 2.57 ,b). Potenţialul electrostatic se aproximează, la nivelul fiecărui element finit (fig. 2.57, b), prin polinomul liniar:
	 Obţinerea ecuaţiilor cu elemente finite prin metoda reziduurilor ponderate. La nivelul fiecărui element finit, introducând funcţia de aproximare (2.332) în ecuaţia  (2.321) şi se obţine:


