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CAMPUL ELECTROSTATIC

Campul electrostatic este stabilit de corpuri imobile a céaror repartitie de
sarcind electrica, respectiv stare de polarizare este invariabild in timp si nu este
insotit de transformari de energie. In acest caz, fenomenele electrice se produc
independent de cele magnetice si ca urmare studiul campului electric si, respectiv,
magnetic se poate face separat.

Regimul electrostatic nu se realizeaza efectiv, fiind aproximarea unui regim
lent variabil in timp in care transformarile energiei sunt neglijabile.

2.1. STAREA DE ELECTRIZARE SI CAMPUL ELECTRIC

Frecand o vergea de sticla cu postav de 1ana sau matase si apoi separandu-le,
intre ele si asupra unor mici corpuri (bucati mici de hartie, cristale de gips etc.)
situate in apropiere se exercitd forte, respectiv cupluri denumite actiuni
ponderomotoare. Ca urmare a tratamentului aplicat, vergeaua de sticld si postavul
de lana se gasesc intr-o stare care nu este nici mecanica §i nici termica, numita
stare de electrizare.

Starea de electrizare a corpurilor este numitad orice stare in care acestea pot
exercita actiuni ponderomotoare de natura electrica (forte sau cupluri) asupra altor
corpuri, adica actiuni ponderomotoare de aceeasi naturd cu cele exercitate de
corpurile electrizate prin frecare.

Din punct de vedere microscopic, starea de electrizare a unui corp Tnseamna
aducerea acestuia in situatia de a avea un exces sau o lipsd de electroni.

In afard de frecare, corpurile mai pot fi electrizate prin contact direct cu
corpuri  electrizate, prin comprimarea sau intinderea unor cristale
(piezoelectrizare), prin incalzire (piroelectrizare), prin iradiere cu raze Rdentgen,
prin reactii chimice etc.

Starea de electrizare se poate comunica de la un corp electrizat la un corp

neelectrizat prin contact sau prin influentd. Dupa durata in care se transmite starea
de electrizare, corpurile pot fi impartite in trei categorii:
o Corpuri conductoare sau mai simplu conductori, care transmit starea de
electrizare intr-un timp foarte scurt, de ordinul 10"° — 10'%s, deci practic
instantaneu. Din clasa conductorilor fac parte metalele, solutiile de acizi, baze si
saruri precum si gazele 1n timpul arderii;
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o Corpuri izolante sau mai simplu izolanti, care transmit starea de electrizare intr-
un timp lung, de ordinul zilelor, lunilor. Din clasa izolantilor fac parte sticla, mica,
cauciucul, masele plastice, portelanul etc.;

Observatie. Nu exista izolanti perfecti; toate materialele sunt conductoare.

Numai vidul este perfect izolant.
o Corpuri slabconductoare, care au proprietati intermediare, timpul de
transmitere a starii de electrizare fiind de ordinul fractiunilor de secunda sau al
secundelor. Materialele slabconductoare mai importante sunt semiconductorii
(germaniul, siliciul, seleniul, telurul etc.).

Actiunile ponderomotoare care se exercitd intre corpuri electrizate sau
asupra corpurilor situate in apropiere, actiuni care nu existau inainte de electrizare,
pun in evidentd existenta unui nou sistem fizic in spatiul din jurul corpurilor
electrizate, denumit camp electric.

In concordanti cu definitia generald a cAmpului de la paragraful 1.1, este
denumit camp electric sistemul fizic care exista in regiunile din spatiu in care se
pot exercita asupra corpurilor actiuni ponderomotoare de natura electrica.
Interactiunea intre corpurile electrizate se produce prin intermediul campului
electric produs de corpurile electrizate.

In vecinitatea unui corp electrizat si, in general, intr-un camp electric,
corpurile punctiforme din materiale conductoare au o comportare diferita de a celor
din materiale izolante. Un conductor punctiform, electrizat prin contact este
actionat de o fortd care nu depinde de orientarea lui in raport cu corpul de referinta
electrizat si nu este actionat de un cuplu care sa-l roteasca in raport cu centrul lui
de masa. Conductorul punctiform se comportd ca un punct material Tn mecanica si
starea lui de electrizare se numeste de incarcare electrica. Un corp punctiform
dintr-un material izolant, chiar si neelectrizat prin contact, poate fi actionat de un
cuplu si eventual de o fortd, ambele depinzand de orientarea micului corp in raport
cu corpul electrizat de referintd; comportarea lui este diferitd de a punctelor
materiale din mecanica si starea lui de electrizare se numeste de polarizare
electrica. Spre deosebire de conductori care se pot afla numai in stare de Incarcare
electrica, starile de electrizare ale materialelor izolante pot fi atat de incarcare cat si
de polarizare. Materialele susceptibile de a se polariza electric se numesc
dielectrici.

2.2. SARCINA ELECTRICA ADEVARATA A CORPURILOR
PUNCTIFORME

Se considerd un sistem de corpuri conductoare electrizate, situate in vid, a
caror stare de electrizare este constanti in timp. In conceptia actiunii din aproape in
aproape, exercitarea actiunilor ponderomotoare asupra unor corpuri plasate in
apropierea corpurilor electrizate, pune in evidenta aparitia unui sistem fizic distinct
in spatiul din jurul lor — cdmpul electric. Interactiunea nu se produce direct intre
corpuri, ci prin intermediul cAmpului.
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Pentru studiul starii de incarcare electricd si pentru explorarea campului
electric se utilizeazd un corp de proba. Corpul de proba este un corp conductor
electrizat care trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:

e sd fie cidt mai mic posibil (teoretic punctual) pentru ca forta care se exercita
asupra lui sd poatd fi aproximata prin forta care ar actiona in acel punct si nu
rezultanta fortelor din regiunea ocupata de corp;

e sdise poatd comunica cu usurinta stari de electrizare diferite, deci sa fie metalic
sau avand o suprafatd metalizata;

e starea lui de electrizare, pentru orice pozitie in camp, sa fie invariabild in timp;

e prin prezenta lui sa se modifice cdt mai putin starea electrica care existd in lipsa
acestuia.

Se considerda o multime de corpuri de proba identice din punct de vedere
structural, care au fost insa electrizate diferit. Introducem succesiv aceste corpuri
de proba in acelasi punct P din campul electric al conductoarelor, considerate
imobile si cu o electrizare invariabila in timp. Se constatd cd asupra corpurilor de
proba se exercitd o forta, a carei marime si sens este, in general, diferita de la corp
la corp, dar a carei directie ramane constanta. Deci, corpurile de proba se pot grupa
in clase de echivalenta, utilizand relatia de echivalenta “aceeasi marime a fortei de
interactiune”. Ordonarea claselor de echivalentd se va face in raport cu relatia de
ordonare “forta mai mare”. Alegand alt punct P;, forta exercitatd asupra fiecarui
corp de proba este, in general, diferitda ca marime, directie si sens fata de forta care
se exercita asupra sa in punctul P, insd se constatd ca impdrtirea corpurilor de
proba in clase de echivalentd si ordonarea lor fata de noile forte de interactiune
ramane aceeasi.

Rezultd cd proprietatea pusa in evidentd prin impartirea in clase de
echivalentd a multimii corpurilor de proba este o caracteristici a acestora,
determinatad de starea lor de electrizare si nu depinde de punctul din cAmp in care
sunt introduse. Aceasta permite asocierea valorilor numerice ale marimii care
descrie starea de electrizare a unor corpuri de proba, numita sarcina electrica q (cu
precizarea uneori necesara de adevarata sau libera, pentru a o deosebi de sarcina
electrica de polarizatie), proportional cu valorile numerice ale fortelor exercitate
asupra acestora intr-un punct P dat din regiunea 1n care exista camp electric. Deci,
se poate scrie relatia:

9 _ Fu® 2.1)

q2 quv(P)’
unde q; si q» sunt sarcinile electrice a doud corpuri de proba, iar F, (P) si

F, . (P) sunt fortele care se exercitd asupra acestora intr-un punct dat P din vid.

Denumirea de sarcind electrica libera provine din posibilitatea acesteia de a
se transmite usor de la un corp conductor la altul, spre deosebire de sarcinile din
constitutia dielectricilor care nu au aceasta proprietate si de aceea se numesc
sarcini electrice legate.
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Caracterul scalar al sarcinii electrice se constata experimental, prin faptul ca
directia fortei care actioneaza asupra corpului de proba nu depinde de starea sa de
electrizare. Faptul ca sensul fortei se poate schimba, arata ca acest scalar poate fi
atat pozitiv cat si negativ. Conventional se alege pozitiva sarcina electrica de tipul
celei produse la electrizarea sticlei frecate cu matase si negativa, sarcina matasii
frecate cu sticla.

Prin aducerea unui corp in starea n care sarcina lui electricd este nenula,
corpul se incarcd cu sarcind electrica si el se afla in stare de Incarcare electrica;
prin aducerea unui corp incarcat cu sarcind electrica in stare neutrd, corpul se
descarca electric.

Pentru masurarea sarcinii electrice a unui corp se poate utiliza urmatorul
procedeu. Se adopta ca stare de referintd, starea de incarcare electricd a unui corp
de proba oarecare, incarcat electric. Se vor considera mai multe astfel de corpuri de
proba in stare identicd, numite corpuri de referintd. Se utilizeaza proprietatea
sarcinii electrice de a fi o0 marime extensiva si de a se transmite de pe un corp pe
altul: sarcina electricd a unui corp oarecare este egala si de semn contrar cu suma
sarcinilor corpurilor de referintd care trebuie aduse in contact cu corpul dat, pentru
a-1 anula starea de electrizare.

Din punct de vedere microscopic, sarcina electrica a unui corp este
repartizatd particulelor microscopice ale aceluiasi corp. Fiecare particuld
microscopicd de un anumit tip are totdeauna aceeasi sarcind electrica. Deci, din
punct de vedere microscopic, sarcina electricd este repartizatd discontinuu in
spatiu. Sarcina electrica este negativd daca electronii sunt in exces si pozitiva daca
sunt in lipsa.

Din punct de vedere macroscopic, se considera ca sarcina electrica
adevarata, ca si substanta, este repartizatd in mod continuu in intreg domeniul
ocupat de corpul dat. Interpretarea macroscopica este deci idealizata, dar permite
simplificarea calculelor si este, in numeroase aplicatii, de o precizie satisfacatoare.

Sarcina electrica adevdratd sau sarcina electrica liberd este numitd mai
concis sarcina electrica. Particulele incarcate cu sarcind electricad, cum sunt
electronii si ionii, care se pot deplasa, asigurand transportarea sarcinii electrice sunt
numite purtatori de sarcina electrica.

Sarcina electricd este 0 marime primitiva, deoarece s-a definit punand in
evidentd proprietatile ei de structurd prin analiza datelor experimentale (nefiind
posibil sd se deduca cu relatii analitice din alte marimi fizice de referinta).

In sistemul de unititi S.I., sarcina electrici este o mirime secundar. In acest
sistem, unitatea de sarcind electrica, numitd coulomb (C), se defineste cu ajutorul
teoremei lui Coulomb (v. par. 2.5.1) si este sarcina electrica care incarca egal doua
conductoare punctiforme situate in vid la distanta de 1 m, forta care se exercita
asupra lor fiind egal cu 9-10° newtoni.
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2.3. INTENSITATEA CAMPULUI ELECTRIC iN VID

Sarcina electricd caracterizeazd starea de electrizare prin incadrcare a
corpurilor, dar nu este suficientd pentru caracterizarea actiunilor ponderomotoare
care se exercitd asupra corpurilor incarcate electric. Electrizarea corpurilor, de
exemplu prin frecare, aratd cd in regiunile in care se gasesc corpuri electrizate,
existd camp electric, pus in evidenta de fortele si cuplurile care actioneaza asupra
lor; se spune cd aceste corpuri produc camp electric. Prezenta corpurilor electrizate
nu este o conditie necesara de existentd a campului electric decit in regim static. In
regim variabil, cAmpul electric poate fi produs si prin variatia in timp a campului
magnetic.

In cadrul conceptiei de actiune la distanti, se consideri ca fortele si cuplurile
electrice se exercitd instantaneu intre corpurile electrizate; in conformitate cu
conceptia de actiune prin contiguitate, fortele si cuplurile electrice se transmit
localizat prin intermediul campului electric. Dacd regimul este variabil in timp,
campului electric 1 se asociazd inseparabil campul magnetic si Tmpreuna se
conditioneazd  reciproc, alciatuind  campul  electromagnetic.  Campul
electromagnetic este distinct de corpuri si existd atat in interiorul corpurilor cat si
in vidul din exteriorul lor; numai in regimuri statice, cele doua laturi, electrica si
magneticad se manifestd separat prin campul electric si campul magnetic. Campul
electric este deci campul electromagnetic exclusiv din punctul de vedere al
proprietatilor lui electrice; campului electric 11 sunt asociate regiunea din spatiu in
care corpurile sunt actionate de forte si cupluri de natura electrica si functia de
punct care-1 caracterizeaza.

Campul electric 1n vid se studiazd macroscopic, masurand in fiecare punct
din camp forta In marime, directie §i sens, care actioneaza asupra unui corp de
proba incarcat cu sarcina electrica.

In teoria macroscopici a fenomenelor electrice si magnetice, vidul este
considerat ca o stare de rarefiere limitd a substantei corpurilor si in consecintd un
punct din vid se identifici in raport cu vecinititile corporale. In acest sens,
punctele din interiorul sau din exteriorul corpurilor se repereaza prin razele lor
vectoare in raport cu originea unui sistem de referintd aflat in imobilitate relativa
fata de corpurile din apropiere.

Utilizand experimentul idealizat descris in paragraful 2.2, se poate introduce
si 0 marime care sa caracterizeze local starea campului electric produs in vid de
sistemul de corpuri incarcate electric (electrizate) considerat.

Experimental se constatd cd in campul electric din vid, forta Fg,, care se
exercitd asupra unui corp de proba, depinde atdt de sarcina electricd q care-1
incarcd, cat si de pozitia lui in camp, definitd de raza vectoare r:

Fo. =Fg(q.r). (2.2)

Introducem succesiv in punctul P, in care vrem sa studiem campul o serie de
corpuri de proba ale caror sarcini electrice au valorile q;, q,, ... Se masoara valorile
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corespunzatoare ale fortelor K, (P), F,_ (P), ... care actioneaza asupra corpurilor

de proba. Experimental se constata ca raportul dintre forta care actioneazd asupra
unui corp de proba si sarcina acestuia nu depinde de starea electrica a micului corp
de proba, ci numai de starea electricd locald a campului, adica (v. relatia 2.1):

Fu(P)_F(P)_
q, qd,

..=E_(P). (2.3)

Marimea vectorialda E,(r) astfel introdusd caracterizeaza local campul
electric 1n vid si se numeste infensitate a campului electric in vid. Rezulta ca prin
masurarea actiunilor ponderomotoare ale campului electric in vid asupra corpurilor
de proba incarcate cu sarcini electrice, se introduc inductiv doud marimi primitive:
intensitatea campului electric in vid si sarcina electricd adevaratd, legate prin
relatia:

Fau(q, r) = qE(r), (2.4)

unde Fq(q,r) este forta exercitatd asupra unui corp punctiform, incdrcat cu o
sarcind q, atunci cand este plasat Intr-un punct P(r) din vid in care intensitatea
campului electric este E,(r).

Relatia (2.4) se poate scrie sub forma:

Eﬁ):w. (2.5)

q

Caracterul idealizat al experientei analizate se datoreaza faptului ca,
deoarece s-a urmarit caracterizarea locald a cAmpului, corpul de proba ar fi trebuit
sa fie punctiform, ceea ce este practic imposibil, ca si faptului ca acest corp isi
asociaza un camp electric propriu care perturbd starea de electrizare a corpurilor
care produc campul initial, astfel incat marimea E,(r) introdusa prin relatia (2.5)
corespunde de fapt campului modificat. Deoarece intereseaza numai caracterizarea
campului initial, ar trebui ca aportul cAmpului propriu al corpului de proba sa fie
cat mai mic, ceea ce se poate realiza numai daca sarcina sa electrica scade foarte
mult. Ideal ar fi ca aceasta contributie sa fie nuld, dar pentru aceasta trebuie ca si
sarcina electrica sa fie nula, conditii In care experienta devine irealizabila,
deoarece, conform relatiei (2.4), odata cu sarcina se anuleaza si forta exercitata
asupra corpului de proba. Prin trecere la limitd idealizata, se poate considera
intensitatea cAmpului electric in vid definitd prin relatia:

E (r)= limw. (2.6)

q—0 q

Experienta arata ca relatia (2.6) stabilitd prin analiza datelor experimentale,
este verificatd si In regim variabil n care atat sarcina electricd cat si intensitatea
campului electric sunt variabile in timp. Deoarece pentru introducerea lui E,(r) nu
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s-a apelat la relatii analitice, intensitatea campului electric in vid este o marime
primitiva, de stare locala si instantanee a cAmpului electric in vid.

Din punctul de vedere al unitdtii de masura, relatia (2.6) constituie o relatie
de definitie si deci intensitatea campului electric in vid E,(r) este o marime
secundara.

In Sistemul International de Unitati (SI), unitatea lui E, se numeste volt pe
metru (V/m) (v. par. 2.12.1) si este vectorul camp electric in care asupra corpului

punctiform cu sarcina electricd de un coulomb,
actioneaza o forta egald cu un newton.
Examinand campul electric, se poate
/_\ E, determina intensitatea campului in toate punctele

" ds sale, dupa care se pot construi o serie de curbe astfel

\’ incat, in fiecare punct al lor, vectorul E, este

orientat dupa tangentd si in acelasi sens (fig. 2.1).

Fig. 2.1 Aceste curbe se numesc liniile intensitatii campului

electric sau, pe scurt, [inii de camp. Acestea sunt

prevazute cu sageti care indicd sensul vectorului E,. Sensul liniei de camp este

sensul de deplasare a particulei incdrcate cu sarcind electricd pozitiva. Notand cu
ds elementul de lungime al liniei de cdmp, orientat in sensul acesteia, relatia

dsxE =0 (2.7)

constituie ecuatia diferentiala a liniei de camp electric.

Ansamblul liniilor de camp formeaza spectrul campului electric. Liniile de
camp se traseaza astfel incat prin fiecare unitate de arie transversald, numarul lor sa
fie proportional cu modulul vectorului E,. Concentrarea liniilor de camp indica
domeniul de camp intens. Deoarece, in fiecare punct vectorul E, este univoc
determinat, liniile de camp nu se intersecteaza. Campul electric se numeste omogen
sau uniform daca in fiecare punct vectorul E, are aceeasi valoare si orientare,
liniile de camp fiind paralele si echidistante (fig. 2.2).

Se considera o curba inchisa I'; totalitatea liniilor de camp prin punctele

Ly

I r

—>-
—_

VoY

IJ‘
\i

Fig. 2.2 Fig. 2.3

curbei I' alcdtuiesc o suprafatd S numitd tub de camp (fig. 2.3). Deoarece nici o
linie de camp nu inteapd suprafata tubului de camp, numarul liniilor de cdmp prin
orice sectiune transversala de contur I'y,..., I, este acelasi. Daca aria sectiunii
transversale este infinit mica, tubul se numeste elementar.
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2.4. SARCINA ELECTRICA A CORPURILOR FINITE

Se considerd un corp de dimensiuni finite introdus intr-un camp electric
uniform E,. Se masoara forta F, care se exercitd asupra corpului si efectuand
raportul dintre modulul fortei si modulul vectorului camp electric, se determina

sarcina lui electrica, q =—-.

E

v

2.4.1. Conservarea sarcinii electrice

Daca unui corp incarcat initial cu sarcind electrica pozitiva, i se transmite
succesiv sarcind electricd negativa, se constatd cd sarcina electricad pozitiva a
corpului se reduce treptat, apoi corpul devine neutru si in continuare se incarca cu
sarcind negativa. Rezulta ca sarcinile electrice de semne opuse se compenseaza;
chiar in stare neutrd corpurile au sarcini electrice atat pozitive cat si negative, dar
fiind in cantitdti egale, se neutralizeaza. Sarcina electricd pozitiva care incarcd un
corp reprezintd excesul de sarcind pozitiva fatd de sarcina negativa si invers.
Producerea sau suprimarea unei sarcini de un semn intr-un sistem fizic izolat este
insotitd de producerea sau suprimarea unei sarcini egale dar de semn opus. Prin
fragmentarea unui corp Incdrcat cu sarcind electricd si izolat de exterior, suma
sarcinilor care incarca fragmentele corpului rdaméane neschimbatd. Aceasta este
proprietatea de conservare a sarcinii electrice i constituie o forma particularad a
unei proprietdti mai generala descrisa de legea de conservare a sarcinii electrice (v.
par. 5.5.2).

Daca intr-un sistem fizic sarcinile electrice q;, qa,..., qn, In general variabile
in timp, satisfac conditia ca in fiecare moment suma lor este nula,

¥q, =0, (2.8)

k=1

ele alcatuiesc un sistem complet de sarcini electrice; daca suma lor este nenula, ele
alcituiesc un sistem incomplet de sarcini electrice. In aceste conditii, in acord cu
proprietatea de conservare, prezenta sarcinii electrice q intr-un sistem fizic
presupune existenta unei sarcini — q in sistemele fizice din exterior.

2.4.2. Distributii de sarcina

Din punct de vedere macroscopic, deoarece se admite cd substanta este
uniform distribuitd in domeniul ocupat de un corp, atunci este necesar sa se admita
ca si sarcina electricd este continuu distribuitd in acel domeniu. In acest sens,
notiunea de sarcina a unui corp punctiform este o idealizare a realitatii fizice. Acest
concept se foloseste atunci cand se studiaza campul electric stabilit de un corp de
dimensiuni mici, incdrcat electric, in puncte aflate la distante mari fata de el. Starea
de incarcare electrica locald a unui corp si deci distributia sarcinii electrice este
caracterizata de marimea scalara derivata numita densitate de sarcina electrica.
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Daca sarcina electrica este distribuitd ocupand un volum, corpul este incércat
cu sarcina electrica de volum. Marimea scalara p, egald cu limita raportului dintre
sarcina elementara Aq care incarca elementul de volum Av (fig. 2.4, a), si
elementul de volum Av, cand acesta tinde catre zero, se numeste densitate de
volum (volumica sau volumetrica) a sarcinii electrice:

. Aq dq
=lim—=—. 2.9
Pv = 356 Av dv 29)

Dacd sarcina este distribuitd in volumul unui strat a carui grosime este
neglijabila fata de dimensiunile suprafetei stratului, corpul este incarcat cu sarcina

pV'AV pAAA
O C As
Av A 3 pr-As
a. b. c.
Fig. 2.4

electrica de suprafata. Similar se defineste densitatea de suprafata (sau
superficiala) a sarcinii electrice, pa, (fig. 2.4, b):

o, =lim 24 44 (2.10)
AA-0 AA dA
Daca sarcina electricd este distribuitd in volumul unui tub ale carui
dimensiuni transversale sunt neglijabile fatd de lungime, incat sa poata fi
considerat filiform, corpul (firul sau linia) este incarcat cu sarcind electrica liniara
(sau lineica), iar marimea p; (fig. 2.4, c) definita de relatia

. Aq d
plzhm—q:—q (2.11)
Al>0 Ag ds
se numeste densitate de linie (sau lineica) a sarcinii electrice.
Daca sarcina electrica incarca corpuri ale caror dimensiuni sunt neglijabile
in raport cu distantele care le separa, distributia de sarcind este punctiforma sau
discreta.

2.5. CAMPUL ELECTROSTATIC iN VID PRODUS DE
SARCINI ELECTRICE

Proprietétile electrice ale aerului fiind asemanatoare cu ale vidului, campul
electrostatic stabilit in aer se poate aproxima cu cel din vid. Teoria campului
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electrostatic in vid stabilit de sarcini electrice se elaboreaza pe baza experientelor
lui Coulomb, principiului actiunii §i reactiunii $i a principiului superpozitiei
efectelor.

2.5.1. Experientele lui Coulomb

Se considerd sarcinile electrice q; §i g, care incarcd doud corpuri
punctiforme situate in vid la distanta r (fig. 2.5). Fortele F,, respectiv F,; care se
exercitd asupra primului corp, respectiv asupra celui de al doilea corp au
urmatoarele proprietati:

e satisfac principiul actiunii si reactiunii; forta F,; pe care o exercita primul corp
asupra celui de al doilea corp, este egala si de sens opus cu forta Fj, pe care o
exercita cel de al doilea corp asupra primului, Fi; = - Fy;

e daca sarcinile sunt de acelasi semn, fortele sunt de respingere, iar daca sarcinile
sunt de semne opuse, fortele sunt de atractie;

e in valoare absolutd, fortele sunt proportionale cu produsul sarcinilor §i invers
proportionale cu patratul distantei:

F,=E, =A, qlr?z : (2.12)

unde: A, este o constantd universala, referitor la proprietatile electrice ale vidului,

X
4re,

avand expresia: A, = ; x - coeficientul de rationalizare, egal cu 4n in

sistemele de unitdti nerationalizate §i cu unitatea in sistemele rationalizate; €, —
permitivitatea vidului.

Q>0 r qQ2>0 Q<0 r 92 <0
Fi» uj; Uy F», F» U Uy F>,
q >0 r @ <0 Q<0 . >0
up Fp, F, uy up Fo, F, uy

Fig. 2.5

Notand cu uy,, respectiv u,; versorii orientati de la corpul 1 catre corpul 2,
respectiv de la corpul 2 catre corpul 1, fortele lui Coulomb F;; si Fp; au
urmatoarele expresii:

F,= it u,; K= 1A u,. (2.13)

Sistemul International de Unitati fiind rationalizat, y = 1, si tindnd seama de
definitia coulombului (v. par. 2.2), valoarea lui g, se obtine luand in (2.12): r = 1m,
q1=q=1C, F;, =F,; =9-10°N, adici
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9.10° N — 1 1C-12C’
4ne, lm
de unde rezulta:
. 1 Farad (2.14)

" 36710° metru

2.5.2. Campul electrostatic in vid al sarcinilor electrice punctiforme

In conformitate cu relatia (2.4), forta F;, este egali cu produsul dintre
sarcina electrica q; si vectorul camp electric in vid E;, stabilit de sarcina electrica

qx (fig. 2.5):
Fi;=qEp. (2.15)

Similar, forta F,; este egala cu produsul dintre sarcina electrica q, si
vectorul camp electric in vid E,; stabilit de sarcina q; (fig. 2.5):

Fy1 = q2Ear. (2.16)
Luand y = 1, din relatiile (2.13), (2.15) si (2.16) se obtine:

1 I
E,= Ly, ;B =— Ty . (2.17)
e, T

Rezulta cd o sarcind electricd punctiforma q, situata in vid, stabileste intr-un
punct oarecare P situat la distanta r, un camp electrostatic al carui vector camp E,

q2 > O EVk
u; r P EV
q>0
W, Ep
q<0
Fig. 2.6 Fig. 2.7

este radial, proportional cu sarcina q si invers proportional cu patratul distantei:

E -1 9y- 9T (2.18)
4re, v 4reg, r

r .
unde u,_ =— este versorul directiei r.
r
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Vectorul E, este orientat de la corpul punctiform spre infinit, daca sarcina este
pozitiva si catre corp, daca sarcina este negativa (fig. 2.6).

2.5.3. Campul electrostatic in vid al sarcinilor electrice distribuite

Daca sarcina electrica este distribuitd, intensitatea campului electric
elementar dE, stabilit de sarcina electrica elementard dq se calculeaza cu relatia
(2.18):

aE, - 44 L (2.19)
dre, 1

Daca sarcina electricd este distribuita In volumul v cu densitatea de volum
py, sarcina elementara care incarcd elementul de volum dv este dq = p,dv si
intensitatea campului electric E, se ob‘gine integrand relatia (2.19) pe volumul v:

[ j (2.20)

v

V

4n80

Daca distributia de sarcind elementara este superficiald cu densitatea pa, sau
lineicd cu densitatea p;, in relatia (2.19) se inlocuieste dq cu padA, sau pids si
vectorul E, se obtine integrand relatia (2.19) pe suprafata S sau pe linia C:

E

v

dA; E, —ds . 2.21
4n80 'LJPA r 4n80£p1r (221)

2.5.4. Principiul superpozitiei

Campul electrostatic in vid satisface principiul superpozitiei: intensitatea
campului electric E, stabilita intr-un punct din vid de n sarcini electrice
punctiforme qi, este egala cu suma vectorilor Ey, k =1, 2, ..., n, pe care i-ar
produce in acel punct fiecare dintre sarcinile punctiforme (fig. 2.7):

E =SE, =+ >%; (2.22)
k=1 47T80 k=1 I}

Daca sarcinile sunt distribuite in volum, pe o suprafata, liniar si discret, intensitatea
campului electric E, se calculeaza cu relatia:

D”pv_dv—i_”p’* dA+Ip1 3ds+2qk 3} (2.23)

47580 Y I,
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2.6. TEOREMA LUI GAUSS

Se considerd o suprafatd deschisa Sp care se sprijind pe curba inchisa I’
prevazutad cu un sens de parcurgere, situatd in campul electric al unei sarcini
punctiforme (fig. 2.8). Suprafata Sy poate fi descompusa in elemente de suprafata
dA ale caror contururi au sensul de parcurgere al curbei I'. Elementele de suprafata
dA sunt atat de mici incat suprafata fiecarui element este
practic pland, iar vectorul camp nu variazad pe aceasta
suprafatd. Elementul de suprafatd are o marime bine
determinata si defineste o directie unicd - cea a normalei
pozitive n la suprafata elementului, orientatd in sensul de
inaintare al burghiului drept care se roteste in sensul curbei
I'. Sa reprezentam aceastd marime si directie printr-un
vector; atunci, pentru fiecare element de suprafatd exista
un vector dA = n dA care determind marimea §i orientarea
elementului de suprafata. Fie E, vectorul intensitate camp
electric pe suprafata elementard dA. Produsul scalar E,dA
il numim fluxul vectorului camp electric prin elementul de
suprafatd. Adunand fluxurile prin toate suprafetele elementare, se obtine fluxul
prin intreaga suprafatd, o marime scalara,

Zj:Evj dA, . (2.24)

Micsorand elementele de suprafatd si marind numarul lor la infinit, se trece
de la suma (2.24) la integrala de suprafata:

[[E,dA=[[EndA . (2.25)

Intensitatea campului electric E,, intr-un punct pe suprafata Sr, situat la distanta r
de punctul in care presupunem ca este concentratd sarcina q, se calculeaza cu
ajutorul relatiei (2.18):

q r
E= 0 (2.26)
0

iar pentru fluxul vectorului camp electric (2.25) se obtine:

B rn , dAcosa  q
QEVdA_QEVndA_ . !jr 4n80 y o " amel Q., (2.27)
unde
Q, = [[dAcose (2.28)

2
r
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este unghiul solid sub care se vede curba I" din punctul in care este situatd sarcina
q.

Daca sarcina electrica este distribuitd si Qr este unghiul solid sub care se
vede curba I' din punctul in care este situatd sarcina elementard dq, fluxul
vectorului camp electric prin suprafata Sr este:

1

[[E.dA = [Qrdq, (2.29)

s TE b

unde integrala se efectueaza pe domeniul D (care poate fi un volum, o suprafata
sau o linie) pe care este distribuita sarcina electrica.

Fie o suprafatad inchisd X de forma oarecare, trasatd in campul electric al unei
sarcini punctiforme q si dA elementul de suprafatd considerat ca vector dupa
normala n, orientatd din interiorul suprafetei spre exterior. Fluxul vectorului camp
electric prin suprafata X este marimea scalard egald cu integrala de suprafatda a
produsului scalar dintre vectorul E, si elementul de suprafatd ndA:

fHE, dA=fE ndA . (2.30)
z z

Se considera ca sarcina electrica q este situata in exteriocrul suprafetei inchise
Y (fig. 2.9). Conul cu varful in punctul in care se giseste sarcina punctiforma ale
carui generatoare sunt tangente suprafetei X determind o curba I' care separd doua

ng, =N
n, r
’ D,
/X Sr
q
n, =-n_ S
Sp
Fig. 2.9 Fig. 2.10

. . 1 1 . N .

suprafete deschise Sr si St (S US; =X). Considerand un sens arbitrar de

referintd pe curba I', versorul normal al suprafetei deschise Sr este identic cu
. . . . 1

versorul suprafetei X, ng_ =ny, iar versorul suprafetei deschise S'r are sens opus,

n, =-n;. Ca urmare, QO =-Q  si deci unghiul solid din punctul exterior
T Sr

St

suprafetei X in care se afld sarcina q este nul: ;= Q¢ +Q, =0, iar fluxul
r

vectorului E, prin suprafata inchisd X este, de asemenea, nul,
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ffE, dA=fE ndA=0. (2.31)
z z

Daca sarcina electrica punctiforma q este situatd in interiorul suprafetei
inchise £ (fig. 2.10), fluxul vectorului camp electric prin suprafata X este:

BEdA = ffEn,dA=—9 Mgy 9 gdhcosa_ 4 o 3
P P

drg, 5 T Arg,y 1 4rg,

unde

dAcosa
Q, :ﬁr—2:4n (2.33)
z

este unghiul solid sub care se vede suprafata X din punctul in care este situata
sarcina q. Prin urmare, pentru fluxul vectorului cAmp electric prin suprafata inchisa
Y se obtine:

fJE,dA = ffE nda =1 (2.34)
s s €

In cazul sarcinii distribuite, fluxul vectorului camp electric are expresia:

1

ffEdA=——] dengl [dg="2, (2.35)
P>

TEOD 0D 80

in care integrala se efectueazd pe domeniul D pe care este distribuitd sarcina
electrica, iar gy este sarcina electricd din interiorul suprafetei inchise X trasata
exclusiv prin vid.

Relatia (2.35) constituie forma integrala a teoremei lui Gauss. Teorema lui
Gauss releva legatura dintre camp si sursele sale, in mod opus teoremei lui
Coulomb. Teorema lui Coulomb spune cum se determina campul electric atunci
cand sunt date sarcinile. Cu ajutorul teoremei lui Gauss se poate determina sarcina
electrica Intr-o regiune oarecare daca se cunoaste campul.

2.6.1. Inductia electrica in vid. Fluxul electric in vid

Relatia (2.35) se mai poate scrie sub forma:

ffe,E dA={D dA =g, (2.36)
z z

unde marimea vectoriala

D =¢E

v

(2.37)

v

se numeste inductie electrica in vid.
Conform relatiei (2.36), unitatea de masura a inductiei electrice se numeste
coulomb pe metru patrat (C/m®).
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Marimea scalard egala cu integrala de suprafatd a produsului scalar dintre
vectorul inductie electrica Dy si elementul de suprafatd ndA, cu simbolul ‘P daca

suprafata este deschisd si cu simbolul W, daca suprafata este inchisd, se numeste
Sflux electric,

¥ =[|D,ndA; ¥, =D ndA. (2.38)
Sr z

Fluxul electric este o marime derivata, avand aceeasi dimensiune cu sarcina

electrica (v. relatia 2.36); in sistemul de unitati SI, unitatea de mdsurd este
coulombul (C).

2.7. STAREA DE POLARIZARE ELECTRICA. MOMENTUL
ELECTRIC

Spre deosebire de conductoare, care se electrizeazd numai prin incarcare cu
sarcind electricd, dielectricii se pot electriza atdt prin incarcare cat si prin
polarizare.

Experienta aratd ca asupra unui corp dintr-un material dielectric, un camp
electric exterior exercitd actiuni ponderomotoare si, la randul lui, produce un camp
electric propriu. Aceastd stare de electrizare a corpului se numeste stare de
polarizare electrica.

in modul cel mai simplu, aceasti stare se poate realiza prin introducerea
unui corp din material dielectric intr-un camp electric exterior. In acest caz, starea
de polarizare dispare odatd cu anularea campului, printr-un proces tranzitoriu de
revenire in starea nepolarizatd. Acest tip de polarizare se numeste polarizare
temporara.

Starea de polarizare poate aparea si ca rezultat al unor actiuni de natura
neelectricd, fiind independenta de existenta unui cadmp electric exterior. Acest tip
de polarizare se numeste polarizare permanenta si se poate realiza prin procedee
cum sunt, de exemplu, 1incalzirea (polarizarea piroelectricd), comprimarea
(polarizarea piezoelectricd), topirea si solidificarea in camp electric exterior
suficient de intens (polarizarea de electret).

2.7.1. Momentul electric

Pentru investigarea starii de polarizare electrica, se studiaza actiunile
ponderomotoare pe care un camp electric invariabil in timp le exercitd in vid
asupra unui mic corp aflat in aceastd stare. Experimental se constatd cd dacd acesta
este situat Intr-un camp electric uniform in lipsa corpului si orientat potrivit fata de
vectorul E,, asupra corpului actioneazd un cuplu; dacd este situat intr-un camp
neuniform si este orientat potrivit fatd de neuniformitatea locala a campului, asupra
corpului actioneaza atat un cuplu cat si o forta.
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Din analiza cantitativd a experimentului, se ajunge la concluzia ca asupra
corpului situat intr-un cdmp uniform actioneaza un cuplu care poate fi exprimat
prin relatia (fig. 2.11):

C,=pxE,. (2.39)

Marimea vectoriald p care caracterizeaza global starea de polarizare electrica

a micului corp se numeste moment electric. Deoarece s-a introdus exclusiv prin
interpretarea datelor experimentale, momentul electric este o marime primitiva.

Orientarea care trebuie datd micului corp pentru ca acest cuplu sa fie nul,

corespunde situatiei in care directia campului este

paralela cu o axd particulara a corpului care

) reprezintd directia vectorului p §i care se numeste

/,Llaxé de axa de polarizare. Sensul vectorului p coincide cu

polarizare  sensul de pe axa de polarizare, care se suprapune

cu sensul campului electric in vid, la anularea

cuplului, In urma rotirii libere a micului corp

polarizat (echilibrul stabil). Masurarea cuplului

Fig. 2.11 maxim, care se exercitd in situatia in care axa de

polarizare a micului corp este perpendicularda pe

directia campului, §i precizarea ordinei in care se scrie produsul vectorial din

relatia (2.39) permite determinarea completd a vectorului p. In experienta descrisa

mai sus, s-a considerat ca micul corp supus experientei trebuie sd fie polarizat

permanent (pentru ca aceasta stare sa nu varieze la rotirea corpului in camp).

Rezultatul obtinut se poate generaliza inductiv si pentru cazul in care corpul este

polarizat temporar. Momentul electric total p al micului corp polarizat este suma

unui moment electric p, corespunzdtor unei polarizari permanente $i a unui

moment electric p;, corespunzator unei polarizari temporare:

p=p, + P(E)). (2.40)

Daca micul corp polarizat electric, de moment electric p, este situat intr-un
camp electric stationar si local neuniform, asupra acestuia se exercitd si o forta care
se poate exprima prin relatia [10]:

E,

{
F, = (p grad)EV = grad(p Evj , (2.41)

unde sigeata { indici marimea care se deriveazd, momentul electric p fiind
constant.

Intr-un sistem de coordonate carteziene, relatia (2.41) devine:

OE

F = aE'+ + vi
i — Px ox Pyﬁy P, o

, 1=X,Y,Z. (2.42)
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Masurand componentele F, ale fortei pentru o pozitie data a corpului, iar campul

electric fiind cunoscut, relatiile (2.42) permit determinarea celor trei componente
Px»> Py> P~ ale momentului electric.

Oricare din cele doua relatii (2.39) sau (2.41) permite introducerea
momentului electric p, insa se utilizeaza de obicei relatia pentru cuplu.

Deoarece produsul scalar pE, creste cu modulul lui E,, urmeaza ca forta F,
tinde si deplaseze corpul spre regiunile unde cAmpul este mai intens. In camp
electric uniform forta F, este nuld, ceea ce a permis definirea sarcinii electrice a
corpurilor finite. Prin aducerea unui corp de dimensiuni finite si polarizat electric
intr-un camp electric uniform, forta datorata starii de polarizare a corpului este nula
si o eventuald fortd care s-ar exercita asupra corpului, s-ar datora exclusiv sarcinii
lui electrice.

Daca un mic corp polarizat electric si imobil, avand momentul electric p si
incdrcat cu sarcina electrica q, este situat intr-un punct din vid, in care campul
electric E, este local neuniform, asupra lui se exercitd urmdtoarele actiuni
ponderomotoare:

e o fortd care contine o componenta datorata sarcinii electrice q, de forma gqE, si
o componentd datorata polarizarii lui electrice, de forma (2.41):

F.=qE, +(pgrad)E; (2.43)

e un cuplu care contine o componentd datorata forter Fq, s1 0 componenta de
forma (2.39):

C.=rxqE, +pxE_, (2.44)

unde r este raza vectoare a punctului in care se afla corpul in raport cu originea
referentialului.

In sistemul de unitati SI, unitatea de moment electric este egala cu produsul
dintre unitatea de sarcina electrica si unitatea de lungime si se numeste coulomb —
metru (Cm) (v. par. 2.8, relatia 2.49).

2.7.2. Polarizatia electrica

Starea de polarizare electricdi a unui corp foarte mic este complet
caracterizatd de momentul sdu electric. Momentul electric p este insd insuficient
pentru a descrie complet si starea de polarizare a

/ l — P  corpurilor masive polarizate Descrierea locala a starii
\\ /4\’\ de polarizare a unui corp masiv polarizat necesita
/ _:\ introducerea unei marimi derivate numitd polarizatie

T\ electrica.

N Prin fragmentarea corpului finit, polarizat
electric, fiecare fragment de volum Av are un moment
Fig. 2.12 electric elementar Ap. In acord cu principiul localizarii

actiunilor fizice, starea de polarizare electricd a unui
corp finit se caracterizeaza local prin marimea vectoriala P egala cu limita
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raportului dintre momentul electric elementar Ap si elementul de volum Av, cand
acesta tinde catre zero (fig. 2.12),

. Ap d
P=lim=P2_-P (2.45)
a0 Ay dv
numita polarizatie electrica, egald cu densitatea de volum a momentului electric.
Din relatia (2.45) rezulta ¢d momentul electric rezultant p al corpului este
egal cu integrala polarizatiei P efectuata pe volumul v al corpului,

p=[[[Pdv. (2.46)

Liniile electrice ale polarizatiei electrice sunt situate in intregime in
interiorul corpurilor. In figura 2.13 sunt reprezentate liniile de cAmp ale unei sfere
uniform polarizata electric.

Pentru toti dielectricii, experienta pune in evidenta o dependenta mai mare
sau mai mica a starii lor de polarizare de campul electric in care se gasesc situati.

Dielectricii al caror moment electric se anuleaza dupa suprimarea
P campului electric in care au fost adusi se numesc cu polarizare
electricd temporara, iar marimile care 11 caracterizeaza sunt
momentul electric temporar p. $1 polarizatia electrica temporara
P..

Fig.2.13 Dielectricii care prezintd o polarizare electrica chiar si in
lipsa unui camp electric din exteriorul lor, produsd de factori
neelectrici, se numesc cu polarizare electricdi permanentd. Marimile care
caracterizeaza polarizarea electricd permanentda sunt momentul electric permanent

P, S1 polarizatia electrica permanenta P,

In general, momentul electric p al unui mic corp polarizat electric este egal
cu suma dintre o componentd temporard p; s1 0 componentd permanentd p, (relatia
2.40). Separarea celor doud componente este unicad numai daca termenul p, este
independent de E,, iar termenul p, se anuleaza odata cu E,. Relatiei (2.40) ii
corespunde relatia similara pentru polarizatii:

P=P,+ P(E), (2.47)

\B /

unde E este intensitatea campului electric in corpuri.

In sistemul de unititi SI, unitatea de polarizatie electrica se numeste coulomb
pe metru pdtrat (C/m®) si este egald cu polarizatia electrici a unui corp uniform
polarizat, care pe un metru cub are un moment electric egal cu un coulomb —
metru.

2.8. MODELUL DIPOLAR AL DIELECTRICILOR POLARIZATI

Dielectricii sunt substante care nu contin particule microscopice libere
incarcate cu sarcind electricd, care sd se poatd deplasa la distante apreciabile fata
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de anumite pozitii de echilibru. Dielectricii sunt substante solide, lichide sau
gazoase formate din sisteme de sarcini electrice neutre in ansamblu pentru mici
domenii, adica suma sarcinilor electrice din interiorul acestor domenii este nula,

n
>q, =0. (2.48)
k=l

Din punct de vedere al repartitiei sarcinilor electrice, dielectricii pot fi
impartiti in trei grupe:

e dielectrici constituiti din particule grupate in molecule neutre. In aceastd grupa
intra toti dielectricii gazosi si lichizi precum si o parte din cei solizi;

e dielectrici care, in afara de particule grupate in molecule neutre, contin si ioni
fixati in anumite pozitii de echilibru, de exemplu 1n nodurile retelei cristaline a
corpului. Retelele cristaline ionice sunt alcatuite din domenii elementare, iar
fiecare domeniu este incarcat cu sarcini electrice pozitive si negative egale in
valoare absoluta, astfel incat domeniul apare in ansamblu ca neutru. Acesta este
cazul dielectricilor cristalini, cum sunt: cuartul, mica etc.;

e dielectrici care contin in afard de molecule neutre s1 molecule incarcate cu
sarcini electrice pozitive si negative egale in valoare absoluta, denumite molecule
dipolare. Din aceasta categorie fac parte: celuloza, masele plastice termoreactive,
sticla, masele sticloase etc.

Spre deosebire de substantele conductoare in care existd un numar suficient
de particule elementare cu sarcind libere, in substantele dielectrice practic toate
particulele elementare cu sarcind sunt legate prin forte interatomice, sau
intermoleculare si nu pot parasi sistemele de particule (atomi, molecule, ioni) din
care fac parte. De aceea, aceste particule sunt denumite particule legate, iar
sarcinile electrice corespunzatoare, sarcini electrice legate.

Sub actiunea unui camp electric exterior, particulele Incarcate cu sarcini
electrice legate nu sunt smulse de la locul lor, ci se deplaseaza din pozitiile lor de
echilibru in alte pozitii de echilibru apropiate. Astfel, sarcinile pozitive se
deplaseazad in sensul campului, iar sarcinile negative in sens contrar, fara a parasi
sistemele neutre pe care le formeaza. Ca urmare se modifica repartitia in spatiu a
sarcinilor electrice ale dielectricului. Starea noud in care se afla dielectricul este
numitd stare de polarizare electrica, iar fenomenul respectiv este denumit
polarizare electrica.

Exista o serie de substante ale caror molecule, in absenta unui camp electric
exterior, sunt electric neutre, adicd sarcinile care intrd in componenta unei
asemenea molecule, in medie, nu produc camp electric in spatiul exterior
moleculei. O asemenea stare este posibila, deoarece electronii care se rotesc cu
viteze mari pe orbitele lor din interiorul atomilor, 1n spatiul exterior sunt sesizati ca
fiind in centrul orbitei si se poate intdmpla ca centrul actiunii electrice a tuturor
electronilor din moleculd sa coincida cu centrul actiunii nucleelor pozitive. Sa
examinam comportarea moleculelor s1 atomilor unor asemenea corpuri in camp
electric exterior, luand ca exemplu atomul cel mai simplu, atomul de hidrogen, al
cirui model este redat schematic in figura 2.14, a. In jurul nucleului pozitiv
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(proton) se roteste pe orbita sa electronul negativ. In spatiul exterior, cAmpurile lor
se compenseaza reciproc. Dacd atomul se afla intr-un camp electric exterior,
protonul si electronul vor fi supusi actiunii fortelor F, si F, (fig. 2.14, b), care
actioneaza in sensuri opuse. In urma actiunii acestor forte, orbita electronului se
deformeaza si se deplaseaza in raport cu nucleul. Acum centrele actiunilor electrice
a electronului si protonului nu vor mai coincide si in spatiul exterior atomul va fi
sesizat ca un sistem format din doua sarcini electrice punctiforme egale si de

E .
/'@\ FZ >

Vs N\ 4_(:)

P ~E
'\ &) ) ° (—l_—)—»F] >
\ / .
\\_,/ ;
-q +q
> S o
a b

Fig. 2.14

semne opuse, q s1 — g, deplasate una fata de alta cu distanta s, considerata ca vector
cu orientarea de la sarcina negativa catre sarcina pozitiva. Acest sistem se numeste
dipol electric. Marimea vectoriala

Ps=4ds (2.49)

se numeste momentul dipolului electric. Datoritd fortelor de atractie dintre
electron si nucleu, deplasarea s este foarte mica, practic proportionald cu
intensitatea campului electric exterior. Daca intensitatea campului electric exterior
se anuleaza, dipolul dispare. Din acest motiv, se spune ca dipolul obtinut este
cvasielestic. O deformatie avand caracter analog cu deformatia pe care o sufera
atomul de hidrogen in campul electric, o suferd si atomii si moleculele cu o
constructie mai complicatd. Sub actiunea campului electric exterior, toate
particulele cu sarcini pozitive care intrd in componenta moleculei se deplaseaza in
sensul campului, iar toate particulele cu sarcini negative, in sens opus. Ca urmare,
fiecare moleculd se transforma intr-un dipol si dielectricul ajunge in stare
polarizatd. Momentul electric al fiecarui dipol este paralel si de acelasi sens cu
intensitatea campului electric exterior. Vectorul polarizatie electrica P, adica suma
momentelor electrice din unitatea de volum, este de asemenea proportional, paralel
si de acelasi sens cu intensitatea campului electric exterior. Deoarece, in cazul
descris, fenomenul de polarizare electricd rezultd dintr-o deformare
intramoleculara, acest tip de polarizare este numita polarizare de deformare, sau
polarizare diaelectrica. Substantele la care predomina polarizarea de deformare
sunt denumite substante diaelectrice.

Existd o alta clasa de substante dielectrice, ale caror molecule au moment
electric diferit de zero chiar in lipsa unui camp electric exterior. Astfel de molecule
se numesc molecule polare. De exemplu, HCI ale carui molecule sunt formate de
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ionul pozitiv al hidrogenului si ionul negativ al clorului, situati la o anumita
distantd unul fati de altul, se comporti ca niste dipoli. In lipsa unui cAmp electric
exterior, migcarea de agitatie termica produce o asezare dezordonata a moleculelor
polare, astfel incat intr-un element de volum, suma momentelor electrice ale
moleculelor este nuld. In prezenta unui camp electric exterior, dipolii vor tinde si
ocupe o pozitie in care axele lor sd fie orientate de-a lungul liniilor campului
electric. Acestei agezari ordonate 1 se opune insd agitatia termica. Ca urmare se va
produce numai o oarecare rotire a dipolilor in directia cAmpului. In acest caz,
polarizatia este egald cu suma momentelor electrice ale dipolilor din unitatea de
volum. La efectul de orientare a axelor dipolilor se adauga, de regula, si efectul de
deformare a moleculelor. Experienta aratd ca polarizatia dielectricilor cu molecule
polare este proportionald cu intensitatea campului electric exterior.

Deoarece, in cazul descris, polarizarea electricd rezultd dintr-o orientare a
moleculelor, acest tip de polarizare este numit polarizare de orientare sau
polarizare paraelectrica. Substantele la care predominad polarizarea de orientare
sunt denumite substante paraelectrice.

2.8.1. Dipolul electric

Sistemul format din doua sarcini electrice punctiforme egale si de semne
opuse qq $1 - qq, Situate la o distanta finita s, consideratd ca vector cu orientatea de
la corpul cu sarcina negativa catre cel cu sarcind pozitiva, se numeste dipo!l electric
sau dublet de sarcind electrica, de lungime finita (fig. 2.15). Sarcinile electrice qq i
-q¢ se numesc sarcini electrice dipolare, iar distanta s dintre ele, lungimea
dipolului. Daca lungimea dipolului tinde catre zero, iar sarcina dipolard creste la
infinit, incat la limita produsul lor este finit,

. lim (q,8)=p,. (2.50)
sistemul se numeste dipol electric elementar. Marimea vectoriald py se numeste
moment dipolar sau momentul dipolului electric.

Fie P un punct situat la distantele ry, r, de sarcinile +qq, respectiv —qq si la
distanta r de punctul M, unde M este mijlocul distantei dintre cele doua sarcini (fig.
2.15). Aplicand principiul suprapunerii  efectelor, intensitatea campului
electrostatic in punctul P din vid este dat de relatia:

Qe | _15

E,=——|=5-—=1|, 2.51
v 47‘580(1‘13 r;J @51)

unde, r, —r-> ; T, —rs

2 2
A T ¢ s) . s . .
Dezvoltand functiile —3:f(r1):f r—E si —3:f(r2):f r+5 in serie

I.1 r2

Taylor si retinand numai primii doi termeni, se obtine:
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r, sy r (s r
L =f(r)=flr—=|=——| —grad |~ ; 2.52
. (r,) ( zj 5 (2g jﬁ (2.52)
r, s) r (s r
—:fr :f r+—|=—+4| — I'ad = . 253
R e e e .53)

Inlocuind expresiile (2.52) si (2.53) in relatia (2.51), rezulta:

1 1
E,=-7— (q.s grad)— = ———(p, grad)~. (2.54)
TE, r 4ne, r

Deoarece momentul dipolului este un vector constant, relatia (2.54) se poate scrie

Fig. 2.15

sub forma urmatoare :

E, -—— grad(p—d;j. (2.55)
dre, r

Intr-un sistem de coordonate sferice (r, 0, @) cu originea in centrul dipolului si axa
Oz in lungul dipolului, componentele E,,, E.¢ 51 E,,, se determina cu relatiile [10]:

_ pycosO _ Pysin®
\C

= 0. (2.55,2)

vr vo

2me,r’ 4re,r’’

Pentru a calcula forta care se exercita asupra dipolului aflat in camp electric,

se presupune ca in punctele M;, M,, M, intensitatea cAmpului in care este introdus

dipolul este E,;, E,, si respectiv E, (fig. 2.16). Fier; =r - s/2 sir, =r + s/2 razele

vectoare ale pozitiilor celor doud sarcini punctiforme ale dipolului. Dezvoltand in
serie Taylor vectorii E,; si E,, si retinand numai primii doi termeni, se obtine:
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E,=E (r-s/2)=E, —(%grad)Ev; (2.56)

E,=E (r+s/2)=E, +(%gradjEv. (2.57)
Fortele care se exercitd asupra dipolului au expresiile:

S
F.,=—-9E,=—qE, + qdb gradjEv : (2.58)

S
quz =—q.E,, =q.E, +q, (5 gradjEV. (2.59)

Forta rezultanta F4 asupra dipolului este egala cu suma fortelor Fqy; s1 Fgyo:
F,=F, +F, = (qsgrad)E, = (p,grad)E, . (2.60)
Cuplul C4 raportat la centrul dipolului este:

S

C, —SxF +( >

s S
5 *Fyo )xqul :EquEV +EquEV =qsSxE, =p,xE . (2.61)

Acest cuplu are tendinta de a roti dipolul astfel incat sarcina pozitiva se
deplaseaza in sensul campului, iar sarcina negativa in sens contrar campului.

2.8.2. Teorema echivalentei dintre un mic corp polarizat electric si un
dipol electric elementar

Un mic corp polarizat electric si un dipol electric avand momentele electric
p si dipolar pq egale,

P=Ppa, (2.62)

sunt echivalente atat din punctul de vedere al actiunilor ponderomotoare care se
exercita asupra lor daca sunt situate in camp electric, cat i al campului electric
pe care il produc in vidul din exteriorul lor.

In camp electric uniform, asupra unui mic corp polarizat electric, de moment
p, se exercitd un cuplu C,, 1ar in camp neuniform se exercitd si o fortd F,, care se
calculeaza cu relatiile (2.39), respectiv (2.41):

y
C,=pxE,; F = grad(p Evj = (pgrad)EV. (2.63)

In acelasi camp electric, conform relatiilor (2.60) si (2.61), actiunile
ponderomotoare la care este supus un dipol electric sunt:

C,=p,xE, ; F,=(p, grad)E, . (2.64)
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Daca p = pq4 (2.62), rezulta:
Cp = Cd ; Fp = Fd ) (265)

ceea ce demonstreaza prima parte a teoremei.

Pentru a demonstra cea de a doua parte a teoremei, se considerd cazul
particular al introducerii unei sarcini punctiforme q in campul unui mic corp
polarizat electric, respectiv in campul unui dipol (fig. 2.17). In cele doua cazuri,
asupra sarcinii punctiforme q se exercita fortele:

"

F,=qE_; F =qE,, (2.66)

unde E,; este intensitatea campului electric produs de micul corp polarizat, 1ar E4
este intensitatea campului electric produs de dipol.
Pe de alta parte, in campul electric produs de sarcina g, asupra micului corp

Fo F o
q., q.,
pi \ dd
F, _ng Fq
Fig. 2.17

polarizat actioneaza forta F,, iar asupra dipolului forta F4. Conform principiului
actiunii si reactiunii, F,, =F ,F_ =F, si tindnd seama de (2.65,), rezulta:

F,=F,, (2.67)
sau
Evp :Evd’ (268)

ceea ce demonstreaza si a doua parte a teoremei.

Teorema de echivalenta este utild in tratarea campului electric in dielectrici;
un corp masiv polarizat electric poate fi divizat in mici corpuri polarizate, iar
acestea la randul lor pot fi substituite prin dipoli echivalenti. Deci problema
campului poate fi tratatd ca si cum aceasta ar fi in vid. Ca urmare, se pot utiliza
toate metodele de tratare a campului electrostatic in vid. Campul electric intr-un
punct, in prezenta unei substante, poate fi calculat prin aplicarea principiului
superpozitiei luand in considerare corpurile incarcate cu sarcini electrice
(adevarate) cat si sarcinile electrice dipolare rezultate din substituirea substantei
printr-un ansamblu de dipoli electrici elementari.
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2.8.3. Campul corpurilor polarizate electric

Relatia (2.55) permite calculul intensitatii cdmpului electric produs de un
mic corp polarizat, inlocuind py cu p:

pr
E,  =—grad : 2.69
w8 4mg,r’ (2.69)
Deoarece,
1 1 1 3r(pr
grad(p r —3j =— grad(p r)+ (p r)grad—3 = % - (? ) (2.70)
r r T r
relatia (2.69) devine:
I |3r (p r) p }
= - 1. 2.71
P 4ng, [ r’ r @71)

In cazul unui corp masiv polarizat electric, acesta se fragmenteazi in
elemente de volum, fiecare element de volum dv avand momentul electric
elementar dp = P dv. Campul electric elementar dE,, produs in vid de momentul

electric elementar dp se calculeaza cu relatia (2.69):

dE_=- ! (Pgrad)%dv (2.72)
4re, r

st prin integrare pe volumul v al corpului rezultd intensitatea campului electric
produs in vid de corpul masiv polarizat electric:

1
4ne,

E, =- ”_[(P grad)r%dv : (2.73)

Relatia (2.73) nu se poate aplica daca polarizatia este exclusiv temporara,
datoritd dependentei acesteia de cdmpul electric.

2.8.4. Sarcina electrica de polarizatie din interiorul unei suprafete
inchise care se afla intr-un dielectric

Pentru a descrie comportarea corpurilor polarizate in camp electric, cat si
pentru a calcula campul electric produs de acestea, se pot utiliza sarcinile electrice
de polarizatie. Acestea sunt sarcini electrice fictive, care ar produce o stare de
electrizare echivalenta cu starea de polarizare a unui corp.

Echivalenta dintre momentul electric al unui mic corp polarizat electric si
momentul dipolar al unui sistem de doua sarcini punctiforme dipolare, permite
studiul polarizarii electrice a unui corp masiv pe modelul repartitiei de dipoli,
respectiv de sarcind electrica dipolara.
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Fie Z o suprafata inchisa trasatad in interiorul unui corp polarizat (fig. 2.18 a).
Se fragmenteaza corpul in volume elementare de forma unor prisme ale caror
muchii As sunt paralele cu polarizatia P. Momentul electric elementar Ap al
elementului de volum Av se calculeaza cu relatia (2.45) si are expresia:

Ap=PAv=P(AA As)=(PAA)As = Aq,As, (2.74)

unde s-a considerat ca fiecare fragment de moment electric Ap este echivalent cu

._-Ai. Ap = AqqAs
'AQd As +Aqd
>
q = —ﬁ PndA
a b

Fig. 2.18

un dipol elementar cu sarcinile dipolare Aqq s1 -Aqq, situate la distanta As (fig. 2.18,
b). Contributia la sarcina dipolard totalda din interiorul suprafetei ¥ a fragmentelor
neintersectate de suprafatd este nuld; fragmentelor intersectate ale caror sarcini
dipolare pozitive Aqq sunt situate in interiorul acesteia, le corespund unghiuri
A(P,n) cuprinse intre /2 si m, iar celor ale cdror sarcini dipolare negative -Aqq

sunt situate in interiorul suprafetei X, le corespund unghiuri cuprinse intre zero i
n/2. Ca urmare, in relatia (2.74) Aqq are forma urmatoare:

Aq, =—-PndA, (2.75)

unde n este versorul normalei la suprafata ¥, orientat din interior spre exterior.
La limita, integrand ambii membri ai relatiei (2.75), se obtine sarcina dipolara
totald din interiorul suprafetei X si care se noteaza cu :

q, =—ffPndA . (2.76)
z

Excesul de sarcina electrica dipolard de un semn fata de sarcina dipolara de
semn contrar din interiorul suprafetei X se numeste sarcina de polarizatie electrica
dp, €gald cu integrala de suprafatd luatd cu semn schimbat a polarizatier P. Ca
urmare, starea de polarizare electricd a corpului este echivalentd cu o stare de
incarcare cu sarcina electrica de polarizatie.

Tinind seama de localizarea polarizarii electrice, sarcina de polarizatie g, se
repartizeazd cu densitate de volum p,,, care se defineste la fel ca densitatea de
volum a sarcinii electrice adevarate, adica:

(2.77)
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si deci,

a, =[[[p,, dv. (2.78)

Fie S4 o suprafata de discontinuitate a polarizatiei, care separd domeniile
dielectrice 1 s1 2 in care polarizatiile P, s1 P, sunt functii continue de punct (fig.
2.19). Se considera cilindrul elementar a carui
generatoare Ah este normala pe Sy si fie n; si ny
versorii fetelor cilindrului orientati din interiorul
acestuia spre exterior. La limita, pentru Ah — 0,
fluxul elementar al polarizatiei prin suprafata
cilindrului corespunde exclusiv celor doua fete si
relatia (2.76) se scrie sub forma:

Aq, =—(P,n, +P,n,)AA. (2.79)

Fig. 2.19

Daca se noteaza cu pa, densitatea de suprafatd a sarcinii de polarizatie,
definita la fel ca densitatea de suprafatd a sarcinii electrice adevarate,

Aq. d
= fim —» _ o (2.80)
AA—0 A A dA

din relatiile (2.79) si (2.80) se obtine:

pAp

B _

; i 2 __hm(PlnlJernz)AA
AP AAS0 AA AAS0 AA

=—(Pn,+P,n,). (2.81)

Notand cu ny, versorul normal pe S, orientat dinspre domeniul 1 spre
domeniul 2 (n;; = n, = -n;), relatia (2.81) devine:

Pap = _(Pl n +P nz): n,, (Pl - Pz): P, —P (2.82)

2n

unde Py, = P;-cosa; = Piny; s1 P, = Py-cosa, = Pony,.

Din relatia (2.82) rezulta ca pe
suprafata de separatie Sy a doua domenii
dielectrice, densitatea de suprafata a
sarcinil electrice de polarizatie pa, este

| -]
\
|
Y
o
+
L~
+
=]

Pap< 0— L - ) * Pap >0 egala cu diferenta componentelor
TN > 7 M normale ale polarizatiei.
Daca domeniul 2 este vid (P, = 0),
Fig. 2.20 la suprafata corpului polarizat densitatea
Pap are expresia:
Prp =Pn=Pcosa, (2.83)

n fiind versorul normalei orientat spre vid.
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In punctele de pe suprafata corpului in care liniile lui P se termina,
densitatea de sarcina este pozitiva, pa, > 0, 1ar in punctele in care liniile lui P
incep, densitatea este negativa, pa, < 0 (fig. 2.20).

Sarcina de polarizatie a unui corp polarizat electric situat in vid este nula
deoarece suma sarcinilor dipolare din interiorul corpului este nuld, iar sarcina de
polarizatie care Incarca suprafata corpului este de asemenea nula (integrala de
suprafatd a densitatii superficiale de sarcina pozitiva fiind egala si de semn opus cu
integrala de suprafatd a densitatii de sarcind negativa).

Atat sarcina electrica de polarizatie q, cat si densitatile ei de volum p,, si de
suprafatd pa, sunt marimi derivate, unitatile lor de masura fiind aceleasi cu cele ale
sarcinii adevarate, respectiv ale densitatilor acesteia.

2.9. INTENSITATEA CAMPULUI ELECTRIC SI INDUCTIA
ELECTRICA iN DIELECTRICI

Se considera un corp incarcat cu sarcina s > 0 inconjurat de un dielectric
(fig. 2.21). Sub actiunea campului electric stabilit de sarcina qs, dielectricul se
polarizeaza. Dielectricul masiv polarizat electric poate fi divizat In mici corpuri
polarizate, iar acestea la randul lor pot fi substituite prin dipoli echivalenti. Deci
problema campului poate fi tratatd ca si cum aceasta ar fi in
vid. Prin urmare, se poate utiliza teorema lui Gauss, luand in
considerare corpul incarcat cu sarcina electrica (adevarata) qs
cat si sarcinile electrice dipolare rezultate din substituirea
substantei printr-un ansamblu de dipoli electrici elementari. In
acest sens, se considerd o suprafatd inchisa X trasatd prin
dielectric si care nu intersecteaza corpul incarcat cu sarcind
electrica. Sarcina totalda continuta in interiorul suprafetei
inchise X este qw = qz + qp, unde q, este sarcina de polarizatie din interiorul
suprafetei Inchise X (2.76). Notand cu E vectorul intensitate a cdmpului electric in
interiorul dielectricului si aplicand teorema lui Gauss (2.35), se obtine:

1 1
ffEn, dA=—(q, +qp):—(qz —ffPn, dA], (2.84)
s € € s
sau
ff(e,E +P)n, dA =q;. (2.85)

z
In relatia (2.85), mérimea vectoriala

D = g,E+P (2.86)



46

este numita inductie electrica in corpuri, iar E intensitate a campului electric in
COrpuri.
Pentru dielectricii fara polarizatie permanenta, P, = 0, relatia (2.86)devine:

D(E) = goE + P(E). (2.87)

Un material dielectric este izotrop dacd sub actiunea unui cadmp electric
avand orice orientare in corp, se polarizeazd temporar in directia campului si este
liniar daca local polarizatia temporara P, este proportionalda cu intensitatea
campului electric E (v. par. 2.8):

P=¢cyE. (2.88)

Mirimea adimensionald y. se numeste susceptivitate electricd. In general,
marimea ¥. desi independentd de E depinde de conditii neelectrice (temperaturd,

presiune, etc.).
Introducand (2.88) in (2.87), se obtine:

D=¢,E+¢g,x E=¢,(1+%.)E, (2.89)
unde marimea adimensionala
I+y%, =¢, (2.90)

se numeste permitivitate relativa.
Inlocuind (2.90) in (2.89) se obtine:

D=¢ ¢, E=¢E, (2.91)

unde

E=¢g,¢ (2.92)

T

se numeste permitivitate absoluta.

Observatii.

a. Polarizatia P este o marime care caracterizeazd corpul si daca se
presupune data, ar rezulta cad inductia D nu este independenta deoarece se exprima
printr-o relatie liniara, D=¢( E+P, in functie de E si P si deci pentru caracterizarea
campului electric in dielectrici ar fi suficient numai E. Deoarece pentru dielectricii
cu polarizatie temporara vectorul P, este functie de E (2.88), relatia (2.87) are
forma: D(E)=¢,E+P(E) si deci pentru caracterizarea campului electric in dielectrici
sunt necesare doud marimi E s1 D(E).

b. Marimile E si D sunt marimi derivate, iar din punctul de vedere al
unititilor de masura sunt marimi secundare. In sistemul de unititi SI, unitatea lui E
(v. relatia 2.137) este volt pe metru (V/m) si a lui D (v. relatia 2.93) este coulomb
pe metru pdtrat (C/m?).
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2.9.1. Teorema fluxului electric

a. Forma integrala a teoremei fluxului electric. Tinand seama de relatiile
(2.85) si (2.86), fluxul electric Wy prin suprafata inchisa X, este

¥, =f{Dn,dA =gq,. (2.93)
z

Relatia (2.93) constituie forma integrala a teoremei fluxului electric: in
regim electrostatic, fluxul electric Wy printr-o suprafata inchisa X trasata integral
in corpuri (dielectrici sau conductoare), partial in corpuri si partial in vid sau
integral in vid este egal cu sarcina electrica (adevarata) qs din interiorul
suprafetei.

b. Forma diferentiala (locala) a teoremei fluxului electric.
Divergenta inductiei electrice. Notdim cu vy domeniul marginit de suprafata
inchisa T care contine sarcina electrica g (fig. 2.22). Impértim volumul vy in doua
volume, prin suprafata S delimitata de curba I'. Fie v; §i v, aceste doud parti ale lui
vs. Suprafata £, ce delimiteazd volumul v, include pe S ca si suprafata %, ce

> il cuprinde pe S

>, il cuprinde pe S

Fig. 2.22.

delimiteaza volumul v,. Este evident ca suma integralelor pe cele doua suprafete
ﬁ DdA, +ﬁ DdA, va fi egald cu integrala pe intreaga suprafatd ﬁ DdA . Acest
2 Xy z

lucru se explica prin aceea ca fiecare portiune din S contribuie in mod egal cu un
semn 1n prima integrala si cu semn opus in a doua integrala, deoarece directia spre
exterior intr-un caz devine directie spre interior in celdlalt (v. par. 2.6). Cu alte
cuvinte, orice flux care iese din v; prin suprafata S este un flux ce intrd in v,.
Restul suprafetei este identic cu cel al volumului initial intreg. Continuam
divizarea volumului vy intr-un numar mare de portiuni (elemente de volum) vy, v,,
..., Vy, cu suprafetele ce le delimiteaza X, Z,, ..., X,. Indiferent de numarul
elementelor de volum,

Y {{DdA, = {{DdA =¥, (2.94)

k=13, by

La limitd, cand n devine foarte mare, vrem sd gasim ce este caracteristic pentru o
portiune foarte mica si in final pentru vecindtatea unui punct.
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Daca continuam divizarea, n devine 2n si integrala de sub suma din relatia (2.94)
se Tmparte in doi termeni, fiecare din ei mai mic decat cel dinainte de divizare,
deoarece suma lor rdimane constantd. Cu alte cuvinte, pe masura ce luam volume
din ce in ce mai mici in jurul aceluiasi punct, integrala de suprafatd pe unul din
aceste volume se micsoreaza continuu. Volumul se imparte de asemenea in doud
parti a caror sumd da volumul initial. Rezultd ca trebuie sa ludm in considerare
raportul dintre integrala de suprafata si volumul elementului din spatiul divizat:

fipda,
o (2.95)

Vi

Evident, pentru n suficient de mare, adica pentru o divizare in portiuni din ce in ce
mai mici, la fiecare impartire a integralei de suprafata in doi termeni si volumul va
fi Impartit In doua. Continuand o asemenea divizare, in jurul unei anumite regiuni,
acest raport tinde catre o limitd. Aceastd limitd este o proprietate caracteristica
functiei vectoriale D in vecindtatea acestui punct. O numim divergenta lui D si o
notam divD. Inseamna ci valoarea divD in orice punct este egali cu:

fipda,
divD = lim2%— | (2.96)

Vk —0 Vk

unde vy este volumul ce contine punctul respectiv si X suprafata ce delimiteaza
acest volum si peste care se ia integrala de suprafata.

Notiunea de divD poate fi formulatd in modul urmator: divD este fluxul pe
unitatea de volum care iese din volumul vy, pentru vy infinit de mic. Evident, divD
este 0 marime scalard. Ea poate varia de la punct la punct, valoarea ei intr-un punct
oarecare fiind data de limita raportului din relatia (2.96) cand vy devine din ce in ce
mai mic, cuprinzand tot timpul punctul respectiv. In acest fel, divD este o functie
scalara de coordonate.

Relatia (2.94) poate fi scrisa sub forma:

i ) fipda,
ffpdA =Y fDdA, = v, |*—-]|. (2.97)
z k=1

k=1 Zk Vk

La limitd, cand n — oo, vi— 0, termenul din paranteza devine divergenta lui
D si suma trece intr-o integrald de volum:

fiDdA = [[[divDdv . (2.98)

Aceasta ecuatie reprezintd teorema divergentei. Ea este valabila pentru orice camp
vectorial pentru care exista limita din relatia (2.96).
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Daca sarcina electricad gy din interiorul suprafetei X se distribuie cu densitate
de volum p,, q; = ” p.dv, aplicand teorema divergentei relatiei (2.93) se obtine:

vz

¥, = ffDdA = [[[divDdv = [[[p,dv. (2.99)

vy
Identificand integranzii ultimilor doi termeni, rezulta:

divD=p,. (2.100)

Relatia (2.100) reprezinta forma diferentiala (locala) a teoremei fluxului electric,
exprimata prin relatia locala dintre densitatea de sarcina si campul electric: in
fiecare punct din campul electrostatic divergenta inductiei electrice este egala cu
densitatea de volum a sarcinii electrice.

Punctele din spatiul campului D in care divD # 0 se numesc sursele
campului D. In consecintd, sursele cAmpului se afld numai in acele puncte ale

) )
nn
)
N
)
a b c

Fig. 2.23

spatiului unde exista sarcini electrice. Din relatia (2.100) rezulta ca liniile de camp
electric sunt linii deschise care diverg din sursele pozitive ale campului (de
divergenta pozitiva, fig. 2.23, a) si converg in sursele negative ale campului (de
divergentd negativa, fig. 2.23, b). Daca divD = 0 (deci py = 0 ) se spune ca in
punctele respective campul nu are surse. Din anularea fluxului electric nu rezulta si
anularea inductiei electrice. In acest caz, integrala efectuatd pe portiunile de
suprafata prin care liniile de camp ale inductiei electrice intrd in suprafata X este
egald si de semn opus cu integrala de suprafata pe portiunile suprafetei prin care
liniile de camp ies din X (fig. 2.23, ¢).

c. Forma locala a teoremei fluxului electric pe suprafete de
discontinuitate. Relatia (2.100) este valabila numai in domeniile in care inductia
electrica este functie continuda de punct. Fie Sy o suprafatd de discontinuitate a
inductiei electrice, care separd domeniile dielectrice 1 si 2, omogene si izotrope, in
care inductiile D; si D, sunt functii continue de punct (fig. 2.24). Se considera
cilindrul elementar a carui generatoare Ah este normala pe Sy si fie n; si n, versorii
fetelor cilindrului orientati din interiorul acestuia spre exterior. La limita, pentru
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Ah — 0, fluxul elementar prin suprafata cilindrului corespunde exclusiv celor doud
fete si relatia (2.93) se scrie sub forma:

(D,n, +D,n,)AA =Aq. (2.101)

Daca se noteaza cu p, densitatea de suprafatd a sarcinii electrice pe suprafata S,
rezulta:
(D,n, +D,n,)AA (

~ lim 29 _ _
N —Algloﬂ—}glo A =(D,n, +D,n,). (2.102)

Notand cu ny, versorul normal pe S, orientat dinspre domeniul 1 spre
domeniul 2 (n;; = n, = -n;), relatia (2.102) devine:

pA:(Dlnl+D2 n2):n12 (Dz_D1):D2n_D (2.103)

In

unde: Dy, = Dicosa; = Diny; si Dy, = Dycosa, = Dongo.

Din relatia (2.103) rezulta ca pe suprafata de separatie Sy, densitatea de
suprafatd a sarcinii electrice p, este egala cu
diferenta componentelor normale ale inductiei
electrice. Relatia (2.103) constituie forma /ocala
a teoremei fluxului electric pe suprafete de
discontinuitate.

Daca densitatea de suprafatd a sarcinii
electrice pa pe suprafata Sy este nula, rezulta:

D, =D,.. (2.104)

Fig. 2.24

Pe suprafata de separatie neincdrcatd cu sarcind
electrica, componentele normale ale inductiei electrice se conserva.
Observatie. Aplicand membrului al doilea al relatiei (2.76) teorema
divergentei si identificand cu membrul al doilea al relatiei (2.78), se obtine:

p,, =—divP. (2.105)

Relatia (2.105) este valabila numai in domeniile in care polarizatia este
functie continua de punct.

2.10. CAMPUL ELECTROSTATIC AL SARCINILOR ELECTRICE iN
DIELECTRICI LINIARI, IZOTROPI ST OMOGENI, FARA
POLARIZATIE ELECTRICA PERMANENTA

2.10.1. Campul electrostatic al sarcinilor punctiforme

Se considera o sarcind punctiformad q situatd Intr-un dielectric liniar, izotrop
si omogen, fard polarizatie electrica permanentd (fig. 2.25). Aplicand teorema
fluxului electric pe o suprafata inchisa £ de forma unei sfere de raza r, rezulta:
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ffDdA =ffcEdA =q. (2.106)
z z

Din motive de simetrie, vectorii E si dA sunt paraleli si de acelasi sens si
intensitatea campului electric are aceeasi valoare in orice punct care se afla la
aceeasi distantd de sarcina q. Prin urmare, relatia (2.106) devine:

¢eEffdA=¢E4nr’ =q. (2.107)
2
Din relatia (2.107) se obtine:
q
E= , 2.108
7T dner’ ( )
.r_..P_]l: sau tinand seama de orientare:
\\ q>0 //’
. q r q r
E= —= —. 2.109
dne v’ 4dmeg, 1 ( )
Fig. 2.25

Din relatia (2.109) rezulta ca intensitatea campului electric
stabilitd intr-un dielectric liniar, izotrop si omogen este de & mai micd decat
intensitatea campului electrostatic stabilitd in vid de aceeasi sarcind electrica
punctiforma (v. relatia 2.17).

2.10.2. Campul electrostatic al sarcinilor distribuite

Daca sarcinile sunt distribuite in volum, pe o suprafata, liniar si discret,
conform principiului superpozitiei efectelor, intensitatea campului electric E se
calculeaza cu relatia (2.23) in care g, se inlocuieste cu €:

E= 4758{” pv—dv+”pA—dA+J.pl—ds+Zq 3} (2.110)

k

2.10.3. Campul electrostatic al unor sarcini distribuite

a. Campul electrostatic produs de o sfera de raza a incarcata cu sarcind
distribuita cu densitate superficialda +pa constanta.

Din motive de simetrie, intensitatea campului
electrostatic are aceeasi valoare in orice punct exterior
care se afla la aceeasi distantd de centrul sferei si este
orientatd radial. Se considera sfera £ concentrica, de raza
r > a (fig. 2.26). Aplicand teorema fluxului electric
suprafetei inchise X, se obtine succesiv:

fiDdA =ffDdA =4nr’¢E=q, =4ma’p,, (2.111)
z z
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a’p q
R e (2.112)

Se observa ca expresia (2.112) este identicd cu cea a intensitdtii campului
electrostatic stabilita de sarcina punctiforma
situatd in centrul sferei (2.109). In orice punct
interior sferei de razd a, qy din relatia (2.112) este
nuld si prin urmare intensitatea campului
electrostatic in interiorul sferei este de asemenea
nula.

y N

b. Campul electrostatic produs de un fir
Fig. 2.27 rectiliniu de lungime finita, uniform incarcat cu
densitatea liniara de sarcina p.

Se alege un sistem de coordonate cilindrice (r, ¢, z) cu axa Oz in lungul
firului s1 originea O in piciorul perpendicularei pe fir, dusd din punctul P, situat la
distanta r de fir, in care se calculeaza campul (fig. 2.27). Campul electrostatic
elementar dE stabilit de sarcina elementard dq = pds care incarca elementul ds se
calculeaza cu relatia:

dg R pds R

dE = —=_r 2.113
47ngR* R 4meR* R ( )

st se descompune intr-o componenta axiald

dEZ:dEsinoc:pl—dssinoc: PS 45 P > ds (2.114)

4meR? 4meR’ 41 /(sz+r2)3

si 0 componenta radiala

dErszcosa:pl—dScosa— Pl 4s= P d ds. (2.115)

4meR’? 4reR’ 41 e /(Sz+rz)3

Integrand, se obtine:

S2

P __Sds 1 P 1 L_| 2116

4“8—sl \/ s” +r 47T8 SERES ol " 4ne Jsi+r \/s§+r2 o

pl S ! Q117
'[ /s +r 3 47‘C81’«/s 1 ‘ 4n8r \/s 12 \/s 412 ( )

Daci firul este infinit lung (s,,s, — ), componenta axiald se anuleaz,
lim E, =0 s1 vectorul E are expresia:

$1,89 —>©
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E=Eu =Py . (2.118)
2ner

Prin urmare, campul electrostatic al unui fir rectiliniu, infinit lung si uniform
incarcat cu sarcina electrica este orientat radial de la fir spre infinit daca sarcina
este pozitiva si catre fir dacd sarcina este negativa. Vectorul cAmp fiind normal pe
fir si deoarece nu depinde de coordonata in lungul firului, cAmpul se numeste plan
paralel.

c. Campul electrostatic stabilit de sarcina electrica distribuita uniform cu
densitate de suprafata +pa pe un cilindru de raza a si infinit de lung.

Din motive de simetrie, intensitatea cAmpului electric are aceeasi valoare in
orice punct exterior care se afla la aceeasi distantd de axa cilindrului si este
orientatd radial. Pentru fluxul electric prin suprafata cilindricd X coaxiald cu

. 2] 4dE
z dA )
‘ dE, [//dE
N Ir pf
- O ...... él_:: ___________ - Lz /Z
7 7 ax/ YO p/
B / ] [T
X
Fig. 2.28 Fig. 2.29

cilindrul de lungime ¢ sirazar> a (fig. 2.28) rezulta expresia:

fiDdA =ffDdA=2nr/(¢E. (2.119)
z z

Aplicand teorema fluxului electric si tinand seama de faptul cad sarcina electrica
continutd in interiorul suprafetei X este q, =2ma/lp,, se obtine:

== 3P (2.120)
2nerl re

In orice punct interior cilindrului de razi a, sarcina qs din relatia (2.120) este
nuld §i prin urmare intensitatea campului electrostatic in interiorul cilindrului este
de asemenea nula.

Intensitatea campului electrostatic stabilit de sarcina electricd distribuita
uniform cu densitate de suprafatd +p, pe un cilindru de razd a si infinit de lung
(2.120) are aceiasi expresie cu cea a firului rectiliniu foarte lung si incarcat
uniform cu densitatea lineica p; = 2map, (v. relatia 2.118).



54

d. Campul electrostatic produs de un plan infinit extins §i incarcat uniform
cu sarcina electrica cu densitatea superficiala p (camp de strat simplu).

Solutia 1. Se alege un sistem de coordonate carteziene cu originea O in
piciorul perpendicularei pe planul sarcinii dusa din punctul P in care se calculeaza
campul si cu axele Ox si Oy in planul considerat (fig. 2.29). O fasie de latime dx,
situatd la distanta x de originea O, poate fi consideratd ca fiind un fir a cérui
densitate lineica de sarcind este dp, =p,dx . Vectorul camp electrostatic elementar

dE stabilit de firul incércat cu sarcina dp; se determina cu relatia (2.118):

dE =901y _PadX (2.121)

2ner | 2mer

Vectorul dE se descompune in componentele dE, si dE,:

si prin

dE, =dEsinoc=Msin0L=— ; (2.122)

_pazdx  p,zdx

dE, :dEcosa:Mcosa - = - (2.123)
2ner 2ner”  2me(xX+2z7)
Deoarece dE_(x)=—dE_(~x), rezulta E_=0.
Integrand relatia (2.123), se obtine:
pazf dx _p, x| _pa
E = = arctg—| =-—*-- 2.124
’ 271:2;_J;))<2+z2 2me gz_oo 2¢ ( )
urmare,
E=Eu, =Pay . (2.125)
2¢

Campul electrostatic al unui plan infinit incdrcat cu sarcind electrica

ey
A A
E EX =1 E
4—: ,:---E---I _’:___E__ ﬂ-—
F dA
Az
Fig. 2.30

distribuitd uniform este constant (independent de
distanta z) s1 are liniile de camp drepte
perpendiculare pe plan. Vectorul camp este
orientat de la plan spre infinit dacd sarcina este
pozitiva si catre plan dacd sarcina este negativa.

Solutia II. Datoritad simetriei plane perfecte, se
poate aplica teorema fluxului electric, alegand ca
suprafatd inchisd ¥ pentru calculul fluxului, un
paralelipiped (fig.2.30). Din motive de simetrie,
vectorul intensitate camp electric este orientat
normal pe planul incircat. In consecinti, fluxul
electric prin fetele laterale este nul (deoarece

EdA = 0), iar fluxul prin suprafata X se reduce la fluxul prin cele doua suprafete de
baza S 51 S de arie A. Cum aceste suprafete se gasesc la aceeasi distantd de plan,
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de o parte si de alta a lui, din aceleasi motive de simetrie, vectorii intensitate camp
electric nu pot avea decat aceeasi valoare E pe ambele suprafete S si S, dar
orientari opuse. Ca urmare, fluxul prin suprafata inchisa X este:

EdA=([EdA+[[E dA=2AE, (2.126)
ffEar-[[Ear+ |
S

iar sarcina din interiorul paralelipipedului:
qs = PaA. (2.127)

Aplicand teorema lui Gauss si tindnd seama de relatiile (2.126) si (2.127), se
obtine:

PAA

2EA="2—, (2.128)
€
sau
E=Pa (2.129)
A B 28 . .
Eo Eu: E :iEy Eq
- e. Cdmpul electrostatic a doua plane
z paralele, infinite, uniform incarcate cu sarcini
[, - egale si de semne opuse (camp de strat dublu).
n Sistemul alcatuit din doud plane de extensie
*Pa b a 1-Pa infinitd, dispuse paralel si incarcate cu sarcini
D 3D ; (ID) electrice distribuite superficial, avand densitati
: : egale si de semne opuse pa $i -pa, formeaza un
_ Z start dublu de sarcini electrice (fig. 2.31). Pentru
Fig. 2.31 calculul (.:é}rr.lpului electros.tatic se e}plicé teorema
superpozitiei 1n cele trei domenii, dupd cum
urmeaza:
E,=E, +E_ =-PaniPag_o; (2.130)
2e  2¢
pA pA pA
E 6 =|—+—=|n=""n; 2.131
a (28 28] € ( )
_ _Pp Pa . _
E,,=E_, +E_ —2—‘;n—2—’;n—0. (2.132)

In relatiile de mai sus, n este versorul normal pe plane si orientat de la planul
cu sarcind pozitiva catre cel cu sarcind negativa. Prin urmare, un strat dublu de
sarcini stabileste camp electrostatic numai 1n interiorul stratului, in exteriorul
acestuia campul fiind nul (fig. 2.31).
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2.11. CAMPUL ELECTROSTATIC IN PREZENTA
DIELECTRICILOR

Se considerd un corp dielectric introdus intr-un camp electric exterior de
intensitate E, (fig. 2.32, a). In campul electrostatic E,, dielectricul se polarizeaza.
Sarcinile pozitive care intrd in componenta atomilor si moleculelor corpului se
deplaseaza in sensul campului, iar cele negative in sens opus. Pe suprafata corpului
apar sarcini de polarizatie de semne opuse. Aceste sarcini produc un camp propriu,
atat in interiorul corpului cat si in exteriorul acestuia (fig. 2.32, b). In interiorul
corpului, cAmpul propriu se opune campului exterior, iar in exteriorul corpului se

a b c

Fig. 2.32

A

aduna campului exterior In anumite portiuni ale spatiului, iar in alte portiuni se
scade. Ca urmare, rezultd o diminuare a cAmpului in interiorul corpului dielectric si
o deformare a acestuia in exterior (fig. 2.32, c).

2.12. POTENTIAL ELECTROSTATIC SI DIFERENTA DE POTENTIAL

2.12.1. Potentialul electrostatic al sarcinilor punctiforme

Consideram doua sarcini punctiforme q > 0 si qo > 0. Presupunem ca sarcina
q este fixa, iar sarcina q poate fi deplasatd de-a lungul unui drum oarecare C, intre
doud puncte P, si P, (fig. 2.33). Deplasarea se face suficient de lent, astfel incat in
fiecare moment regimul sa poata fi considerat electrostatic. Notam cu ds un vector
egal Tn modul cu elementul de drum ds si orientat in sensul pozitiv al tangentei la
curba C, adica in sensul deplasarii sarcinii qo. Lucrul mecanic efectuat de fortele de
naturd electrostatica la deplasarea sarcinii gy pe curba C, de la punctul P, la punctul
P,, este:

L,= [Fds=q, [Eds (2.133)
P (C) P (C)

Intensitatea campului electrostatic intr-un punct P de pe curba C se
determina cu relatia (2.109):
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E:4ig r£3 (2.134)

Daca sunt date punctele P; si P,, lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea unitatii

Fig. 2.33

de sarcina electrica pozitiva in campul E, din punctul P, in punctul P, este:

h: TEds:

do  »io) 47T8r1 r

q frds_ q Fdscosa g fdr_ q g

- - =
P 4me; ot 4dne; 1’ 4mer 4mer,

.(2.135)

Py
Deoarece drumul C a fost luat arbitrar, rezulta ca integrala J' Eds nu depinde
Py
de alegerea drumului de integrare intre cele doua puncte P; si P, si este functie
numai de coordonatele punctelor P, si P,.
Daca punctul P, se indeparteaza la infinit (r,—) si P, este un punct curent P
(r;—1), din relatia (2.135) rezulta:

jEds:jEds:levp. (2.136)
P g 4ner

Marimea scalara Vp se numeste potential electrostatic in punctul P situat la
distanta r de sarcina punctiforma q care produce campul electrostatic de intensitate
E. Prin urmare, potentialul electrostatic este egal cu lucrul mecanic efectuat de
fortele campului electrostatic pentru deplasarea unitatii de sarcind electrica pozitiva
din punctul considerat pana la infinit. La infinit, potentialul electrostatic tinde catre
zero s1 are valoare finitd in intreg spatiul, cu exceptia punctului singular r = 0 in
care se presupune a fi concentrata sarcina.

Marimea scalara U, egald cu lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea
unitatii de sarcind electrica pozitivd in campul E, pe drumul C, din punctul P; in
punctul P,,
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L, 7
U, =—2=[Eds. (2.137)

do »p

este denumita tensiune electrica sau diferenta de potential intre cele douad puncte
si caracterizeaza proprietdtile campului electrostatic de-a lungul drumului
respectiv, anume proprietatea pe care o are campul de a efectua un lucru mecanic
la deplasarea sarcinilor electrice de-a lungul acestui drum.

Din relatia (2.135) rezulta ca tensiunea electrica (diferenta de potential) este
egald cu diferenta dintre valorile pe care le ia functia V definitd de relatia

y=_a1! (2.138)
4drer
in cele doua puncte, adica
L, 7%
U,=—2=[Eds=V, -V, . (2.139)
qO P

Diferenta de potential, la fel ca si1 tensiunea electricd, este o marime derivata.
In S.I. unitatea de masuri a diferentei de potential, aceeasi cu a tensiunii electrice,
se numeste volt (V).

In conformitate cu principiul superpozitiei, potentialul electrostatic V
stabilit intr-un punct oarecare de n sarcini punctiforme qi, k=1, 2, ..., n, este egal
cu suma potentialelor electrostatice Vi, k = 1, 2, ..., n, stabilite in acel punct de
fiecare sarcina:

V=3V, (2.140)
k=1
unde
v, =—de (2.141)
4ner,

Din relatiile (2.140) si (2.141) rezulta:

v=_l 39, (2.142)
dreia 1,

2.12.2. Potentialul electrostatic al sarcinilor distribuite

Daca sarcina electrica este distribuitd, potentialul electrostatic elementar dV
stabilit de sarcina elementard dq se calculeaza cu relatia (2.138),
dq

dVv = ) (2.143)
dmer




59

Daca distributia de sarcina elementard este volumetrica cu densitatea p,, in
relatia (2.143) se inlocuieste dq cu p,dv si potentialul electrostatic V se obtine
integrand relatia (2.143) pe volum:

—L” Py gy (2.144)

Daca sarcina electrica este distribuita superficial cu densitatea p, numai in
straturile foarte subtiri de la suprafata corpurilor incarcate, in relatia (2.143) se
inlocuieste dq cu padA si potentialul electrostatic V se obtine integrand relatia
(2.143) pe suprafata:

Pa
V= 4n8jsj . dA. (2.145)

In cazul in care sarcina electrica este distribuitd liniar cu densitatea p;, In

relatia (2.143) se inlocuieste dq cu pids si potentialul V se obtine integrand relatia
(2.143) pe linie:

v=—[Pigs. (2.146)

Dacd in camp se gasesc corpuri incdrcate cu sarcini distribuite volumetric,
superficial, lineic si discret, conform principiului superpozitiei, potentialul
electrostatic V intr-un punct oarecare are expresia:

V= {jpv dV+ij dA+jp1 ds+zqk} (2.147)
dre|y 1

klk

Relatiile (2.144 — 2.146) s-au stabilit pe baza expresiei potentialului
electrostatic al unei sarcini punctiforme (2.136), care s-a obtinut in ipoteza ca
potentialul punctelor departate la infinit este nul. Prin urmare, relatiile (2.144 —
2.146) pot fi utilizate pentru calculul potentialului electrostatic numai in cazul in
care sarcinile sunt distribuite intr-o regiune finita din spatiu. Dacd sarcina electrica
este repartizatd in intreg spatiul, potentialul intr-un punct la infinit nefiind nul, nu
poate fi luat origine a potentialului si in relatia (2.147) cel putin una dintre
integrale este divergentd (infinit de mare). Intr-adevir, in aceste cazuri, intreg
spatiul (spatiul infinit) cuprinde nu numai punctele indepartate la infinit dar si o
buni parte din corpurile propriu zise, incircate cu sarcini electrice. Intr-un sistem
de sarcini distribuite la infinit, potentialul intr-un punct din camp se obtine
calculand diferenta de potential intre punctul considerat P si un punct de referinta
Py ales arbitrar, utilizadnd relatia (2.139):

P
V, =V, — [Eds. (2.148)

Py
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Alegerea punctului de referinta este arbitrara, cu conditia ca integrala intensitatii
campului electrostatic intre punctele Py si P sd nu ia valori infinite. In acest caz nu
se precizeaza punctul Py i in relatia (2.148) V, este o constanta aditiva:

P
V, = —j E ds + const. (2.149)

Prin urmare, potentialul electrostatic poate fi determinat numai cu aproximatia unei
constante scalare arbitrare, care depinde de alegerea arbitrarda a punctului de
referinta.

Campul care in fiecare punct poate fi caracterizat cu aproximatia unei
marimi scalare arbitrare, denumita potential electrostatic, se numeste cdmp
potential.

Observatie. Notiunea de diferenta de potential, aplicabila numai campurilor
potentiale, are un sens mai restrans decdt notiunea de tensiune electrica,
aplicabila oricarui camp electric (v. par.5.2.1, g). Cele doua notiuni, tensiune
electrica intre punctele P; si P, si diferenta de potential intre punctele P; si P,,
coincid numai in cazul campului potential.

2.12.3. Suprafete echipotentiale

Potentialul electrostatic fiind o functie scalara de punct, se pot trasa
suprafete ale caror puncte au acelasi potential, numite suprafete echipotentiale sau
suprafete de nivel. Ecuatiile suprafetelor echipotentiale se obtin egaland cu
constante expresiile analitice ale potentialului,

V(x,y, z) = const. (2.150)

2.12.4. Gradientul de potential
Daca se diferentiaza relatia (2.148), se obtine:

dV =—-Eds =-Edscosa, (2.151)

unde a este unghiul format de directia deplasarii ds cu
vectorul E. Daca directia deplasarii formeazd un unghi
drept cu vectorul E, atunci cosaa=0 si dV = 0. Prin
urmare, deplasdndu-ne intr-o directie perpendiculara pe
directia liniilor intensitatii campului E, vom avea
V = const, adica vom rdamane pe o suprafata
echipotentiald. Deci, liniile intensitdtii campului E sunt
normale la suprafata echipotentiald. Fie n versorul
Fig. 2.34 normalei la suprafata echipotentiala care trece prin punctul

Py si s versorul tangentei la curba in lungul careia se

efectueaza integrala (2.148) (fig. 2.34). Sensul versorului n se ia in sensul in care
functia V creste. Fie P s1 N punctele in care versorii s si n intersecteaza o suprafata
de nivel vecina si lp p, lp \ deplasarile din Py in P si N. Deoarece punctele P si N
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sunt pe o aceeasi suprafatd echipotentiald, variatia functiei V este aceeasi pentru
ambele deplasari,

V(P) —V(Po) = V(N) —=V(Py) (2.152)
si derivata functiei V dupa directia s va fi:

_ — |
v _ lim V)= V(R _ lim VN = V() Ty _ AV cosa, (2.153)
ds Ipyp—50 lPOP lpyN—0 IPON lPOP n

dv : . o e
unde o este derivata functiei V dupa directia n.
n

Din relatia (2.153) rezulta ca derivata functiei V dupd o directie s depinde
numai de unghiul pe care aceasta il face cu n. Valoarea maxima se obtine pentru
o =0 (s = n), deci n indicd directia in care functia V creste cel mai mult. Vectorul

avand directia si sensul lui n 1 modulul egal cu Z—V se numeste gradientul functiei
n

scalare V,

gradV = c:i—vn : (2.154)
n

Tinand seama de definitia gradientului (2.154), relatia (2.153) devine:

4V _ 4V osa =Y ns=sgradv | (2.155)
ds dn dn
sau
dV =ds gradV. (2.156)

Identificand relatiile (2.151) si (2.156), rezultd cd intensitatea campului
electrostatic E este egald cu gradientul cu semn schimbat al potentialului V:

E=—-gradV=-VV. (2.157)

Semnul minus in membrul drept al relatiei (2.157) aratd cd intensitatea
campului electrostatic este indreptat dinspre regiunea cu potential mai ridicat
inspre regiunea cu potential mai scazut. Acest sens este deci contrar sensului
vectorului gradV, deoarece gradV este indreptat dupa directia si in sensul in care V
creste cel mai repede.

2.12.5. Potentialul electrostatic al corpurilor polarizate electric

Dacd se compara expresia intensitdtii cAmpului electrostatic stabilita de un
mic corp polarizat electric (2.69) cu relatia (2.157) se deduce expresia potentialului
unui mic corp polarizat electric:
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y =L Pr

p

—_— 2.158
4e 1 ( )

Pentru corpurile polarizate de dimensiuni finite, potentialul V, se determina
cu ajutorul densitatii de volum a sarcinii de polarizatie cu relatia (2.144):

mp“’ dv. (2.159)

Vo= r

dmte

2.12.6. Teorema potentialului electrostatic

a. Forma integrala a teoremei potentialului electrostatic. Intensitatea
campului electrostatic stabilit de sarcina electrica distribuitd se calculeaza cu
relatia (2.110):

E:Ljidq, (2.160)

unde D este domeniul pe care este distribuitd sarcina electrica.
Daca se calculeaza integrala curbilinie a vectorului E pe o curbd inchisa I', rezulta:

§Eds_—jdq§ ds_—4—jdq§grad( jds———jdq§d(rj 0.(2.161)

dmey L1 dnen v
Relatia (2.161),
fEds=0 (2.162)
r

constituie forma integrala a teoremei potentialului electrostatic: in regim
electrostatic integrala de linie a vectorului intensitatii

P
1 campului electrostatic in lungul oricarui contur inchis este
egald cu zero.
Din relatia (2.162) rezulta (fig. 2.35):
m
! jEds= JEds- [Eds+ [Eas=0,  (2.163)
PymPnPy Py(m) Py(n)
sau,
. P Py Py Py
Fig.2.35 [Eds=- [Eds= [Eds, (2.164)
Py (m) Py(n) Pi(n)

adica, integrala de linie a intensitatii cAmpului electrostatic nu depinde de drumul
ales pentru integrare.
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b. Forma locald a teoremei potentialului electrostatic. Notiunea de
divergenta s-a introdus ca o proprietate locald a cAmpului, pornind de la integrala
de suprafati pe o suprafatd inchisa. In acelasi mod, consideram integrala de linie a
vectorului intensitate a campului electrostatic pe o curbad inchisa I" care margineste
o suprafatd oarecare Sr (fig. 2.36, a). Traversdm suprafata Sy pe drumul m,

Fig. 2.36

formand doud bucle I'; si ', ambele cuprinzand drumul m (fig. 2.36, b). Suma
circulatiilor vectorului E pe cele doud bucle I'y s1 I'5, parcurgdndu-le in acelasi
sens, va fi egald cu circulatia initiala pe curba I', deoarece in cele doua integrari
drumul m este parcurs in sensuri opuse si, prin urmare, in integrale ramane doar
contributia acelor parti ale buclelor care impreuna formeaza curba initiald I'. Daca

se continud divizarea in bucle mai mici I'y, I'5,..., T, suma integralelor nu se
schimba:
fEds=) §Eds. (2.165)
r k=1

Divizarea conturului are drept scop obtinerea la limitd a unei caracteristici
cantitative locale a campului. Micsorand buclele, se micsoreaza circulatia, dar si
aria. Este normal, astfel, sa consideram raportul dintre circulatie si aria buclei,
exact cum am procedat atunci cand am considerat raportul dintre flux si volum.
Totusi, aici situatia este putin diferita, deoarece aria Ay a elementului de suprafata
marginitd de curba I'y este in realitate un vector (suprafata are o orientare in spatiu)
si nu putem lua raportul dintre un scalar si un vector.

Sa alegem o orientare pentru elementul de suprafata aflat intr-unul din
ultimele stadii de divizare. Vectorul unitar n indicd normala la acest element de
suprafatd si acest vector va ramane constant la micsorarea drumului din jurul
punctului P (fig.2.36, c¢). Limita raportului dintre circulatie si aria elementului
poate fi scrisa astfel:

fEds
lim . (2.166)

Ak—>0 Ak

Limita obtinuta in acest fel reprezintd o marime scalara, asociata punctului P
in campul vectorial E s1 directiei n. Alegand trei directii independente uy, uy, si u,,
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obtinem trei numere diferite. Rezultd cd aceste trei numere pot fi considerate ca
fiind componentele unui vector. Acest vector il numim rotorul vectorului E, notat
cu rotE. Cu alte cuvinte, limita obtinutd pentru o anumitd directie n, este
componenta rotorului vectorului E pe acea directie:

fEds
(rotE)n = lim . (2.167)

Ak—>0 Ak

De exemplu, componenta dupa axa Ox a rotE se obtine alegand n = u, (fig.
2.37). Bucla I'y micsorandu-se in jurul punctului P, ea | 2
ramane Intr-un plan perpendicular pe axa Ox. Daca Iy
vom micsora suprafata n jurul altui punct, raportul
dintre circulatie si arie va avea alta valoare, depinzand
de natura functiei vectoriale. Rezulta ca rotE este o
functie vectoriald de coordonate, a carui directie, in
orice punct, este normald la planul ce trece prin acel
punct pentru care marimea circulatiei este maxima.
Mairimea rotorului este egald cu valoarea limitd a X
circulatiei pe unitatea de arie a planului din jurul
punctului ales. Fig. 2.37

Pornind de la circulatia in jurul unei suprafete
infinitezimale, ne putem intoarce la circulatia in jurul buclei initiale I". Relatia
(2.165) se poate scrie sub forma:

) ) §Eds
§Eds:Z§Eds:kZ;Ak et § (2.168)
1 n

k=1 Tk Ak

Daca k creste foarte mult, iar toate ariile Ay se micsoreaza, marimea din
paranteza devine (rot E)n, unde n este vectorul unitate perpendicular pe elementul
de suprafatd Ay. Astfel, in partea dreapta a relatiei (2.168) avem suma produsului
dintre componenta normald a rotE si aria elementului de suprafatd, pentru toate
elementele de suprafatd care formeazd suprafata Sr. Aceasta este integrala de
suprafata a vectorului rotE:

fEds
iAk FkA => A (rotE )n — [[rot EdA. (2.169)
k=1 k=1

k Sr

Din (2.168) s1 (2.169), rezulta:
§Eds = [[rotEdA . (2.170)
r Sr
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Relatia (2.170) reprezinta teorema lui Stokes, care stabileste o relatie intre
integrala de linie a unui vector si integrala de suprafata a rotorului vectorului.
Din relatiile (2.162) s1 (2.170), rezulta:

rotE = 0. (2.171)

Prin urmare, intensitatea campului electrostatic este un cdmp de vectori
irotational. Rezultd cd orice camp irotational este un cadmp potential, adica este un
camp care poate fi caracterizat prin functia scalara V. Reciproc, orice camp
potential este un cdmp irotational, ceea ce rezulta din identitatea rot gradV = 0 (v.
par. 2.12.4).

Relatia (2.171) este o conditie suficientd pentru ca un camp sa fie
conservativ, adica sa poata fi descris de gradientul unei functii potentiale oarecare
(2.157).

Liniile de camp ale unui camp potential cu surse (adicd cu rotorul nul si cu
divergenta diferitd de zero) sunt linii deschise
care diverg din sursele pozitive ale campului (de
'\ O divergentd pozitivd) si converg in sursele
I>_1/' negative ale campului (de divergenta negativa).

/q‘ — c. Forma locala a teoremei potentialului
Sa  electrostatic pe suprafete de discontinuitate.

Relatia (2.171) este valabila numai in domeniile

in care intensitatea campului electrostatic este

functie continud de punct. Fie Sy o suprafata de

Fig. 2.38 discontinuitate a campului elegtrostatic, care

separa domeniile imobile 1 si 2. In doua puncte

infinit apropiate de Sy, intensitatile cAmpului electrostatic E; si E, sunt diferite (fig.

2.38). Se considera conturul I' de forma dreptunghiulara situat in planul vectorilor
E, si E; cu laturile As si Ah. La limita pentru Ah — 0, relatia (2.162) devine:

E,tAs—E tAs=0, (2.172)

sau
Est-Eit =0, (2.173)

unde t este versorul tangential la S.
Pe suprafata de discontinuitate a campului electrostatic care separd doud
medii, componentele tangentiale ale intensitatii cAmpului electrostatic se conserva:

Ei = Ea. (2.174)

Relatia (2.174) constituie forma locala a teoremei potentialului electrostatic pe
suprafete de discontinuitate.
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2.12.7. Potentialul electrostatic al unor sarcini distribuite

a. Potentialul electrostatic al unei sfere de raza a incarcata cu sarcind
repartizata cu densitate superficiala +pa constanta (fig. 2.26).

Intensitatea campului electrostatic intr-un punct P situat in exteriorul sferei,
la distanta r > a, se calculeaza cu relatia (2.112), iar potentialul V. al punctului se
determina cu relatia (2.136), alegand punctul de la infinit ca avand potentialul nul:

V,=[Edr=—1=_ (2.175)
g 4rer

In interiorul sferei potentialul este constant si egal cu potentialul de la periferia
sferei (r = a):

v="Y (2.176)
4rea

b. Potentialul electrostatic produs de un fir rectiliniu de lungime finita,
uniform incarcat cu densitatea liniara de sarcina p, (fig. 2.27).

Potentialul elementar dV stabilit de sarcina elementara p,ds se calculeaza cu
relatia (2.146):

_ pds _ p ds

- 4dreR - 4re «/sz +r2 .

dv (2.177)

Prin integrare se obtine:

) + 2+ 2
v=F &5 _ Py SatyS*r (2.178)

Se observa ca pentru firul de lungime finitd potentialul la infinit se anuleaza,
limV =0.

T—0

Pentru firul infinit lung, distributia de sarcina fiind extinsa pand la infinit,
potentialul intr-un punct la infinit este nenul si deci nu poate fi luat origine a
potentialelor. In acest caz, potentialul intr-un punct din cdmp se calculeazi cu
relatia (2.148), integrand intensitatea campului electrostatic (2.118) intre un punct
de referinta situat la distanta r, de fir s1 punctul curent situat la distanta r de fir:

r T
V=V0—jEdr:%1n?°, (2.179)
1

unde s-a luat V, = 0.

Potentialul electrostatic al unui fir infinit lung incarcat uniform cu sarcina
electrica este proportional cu logaritmul natural al distantei la fir si se numeste
potential logaritmic.
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c. Potentialul electrostatic stabilit de sarcina electrica distribuita uniform cu
densitate de suprafata +pa pe un cilindru de raza a i infinit de lung (fig. 2.28).

Potentialul electrostatic intr-un punct P situat la distanta r > a se calculeaza
cu relatia (2.148), integrand intensitatea campului electrostatic (2.120) intre un
punct de referinta situat la distanta ry de cilindru si punctul curent P:

V=V,-[Edr="Prjp % (2.180)

o € r

unde V= 0.
Potentialul are aceeasi expresie cu cea a firului rectiliniu foarte lung si
incdrcat uniform cu densitatea lineica p; = 2map, (v. relatia 2.179).

d. Potentialul electrostatic produs de un plan incarcat uniform cu sarcind
electrica cu densitatea superficiald pa.
Pentru calculul potentialului electrostatic nu se poate utiliza relatia (2.145),

Pa
V= 4n8jsj ; dA, (2.181)

deoarece planul este infinit si la infinit potentialul nu poate sa tinda spre zero.
A B Daca convenim sa luam potentialul planului
E. F.:E ‘E. E egal cu zero, potentialul in punctul P situat la
O, 20 0.0 distanta z de plan (fig. 2.29) se calculeazi cu
relatia (2.148), unde E se determind cu relatia
Z (2.125):

e

n
rou ks V= jEdz +jE dz=7P2z (2182
M :an ) 2¢

semnul (-) fiind pentru semispatiul z > 0 si semnul
(+) pentru semispatiul z < 0.

_:\J,— 2 e. Potentialul electrostatic a doua plane
: : > paralele, infinite, uniform incarcate cu sarcini
Fig.2.39 egale si de semne opuse (fig. 2.39).

Pentru calculul potentialului electrostatic se
tine seama de expresiile intensitatii campului electrostatic in cele trei domenii (v.
relatiile 2.130 — 2.132) si se aplica teorema superpozitiei, dupd cum urmeaza:

V4, =V, =const.; (2.183)

—V, ~[ B ydz=V, - P2z 2.184

(H) J- van9Zz = Z, (2. )
0 8()

Vi =V =V, — Pa 4 = const. (2.185)

€
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2.13. CONDUCTOARE IN CAMP ELECTROSTATIC

2.13.1. Conditia de echilibru electrostatic

Conductoarele sunt caracterizate prin existenta unui numar important de
sarcini electrice libere (electronii din metale si ionii din solutii), care sub actiunea
unui camp electric exterior se pot deplasa ordonat, dand nastere unui curent electric
de conductie. Dar, 1n regim electrostatic nu trebuie sd existe o miscare ordonatd a
sarcinilor electrice libere. Rezulta ca regimul electrostatic in conductoare poate fi
realizat numai daca forta care actioneaza asupra sarcinilor electrice libere din
conductoare este nula:

F=qE=0, (2.186)
adica,
E=0. (2.187)

Relatia (2.187) constituie conditia de echilibru electrostatic pentru conductoare
omogene din punct de vedere fizic si chimic si neaccelerate: in regim electrostatic,
intensitatea campului electrostatic este nula in interiorul conductoarelor omogene
din punct de vedere fizic §i chimic §i neaccelerate.

Relatia (2.187) implica o serie de consecinte privind campul electrostatic in
conductoare:

a. In conductoare polarizatia fiind neglijabild, P = 0, inductia electrica este
proportionald cu intensitatea campului electric,

D =¢&FE (2.188)

si deoarece in interiorul conductoarelor E = 0, rezulta ca in
regim electrostatic, in interiorul conductoarelor omogene
inductia electrica este nula, D = 0.
b. Deoarece in interiorul conductoarelor omogene
E=0;D=0 D = 0, rezulta divD = 0 si in baza teoremei fluxului
conductor electric (2.100) se obtine:

pv =0, (2.189)

Fig. 2.40

adica in regim electrostatic sarcina electrica care incarca
conductoarele omogene se repartizeaza exclusiv la
suprafata acestora.

c. Deoarece intensitatea campului electrostatic in interiorul conductorului
este nuld, din relatia (2.157), E = -gradV = 0 rezulta:

V = const., (2.190)
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adica, in regim electrostatic orice corp conductor este echipotential (toate punctele
conductorului se afld la acelasi potential). In particular, suprafata conductorului
omogen este echipotentiala.

d. Deoarece liniile intensitatii campului E sunt normale la suprafata
echipotentiala (v. par. 2.12.4), rezulta ca in regim electrostatic vectorii E si D sunt
orientati normal pe suprafata conductorului (fig. 2.40).

e. La trecerea din interiorul spre exteriorul conductorului, la suprafata
acestuia intensitatea campului electrostatic variaza brusc; pe suprafata exterioara a
conductorului E este diferit de zero si este nul in interior. Discontinuitatea
vectorului E se datoreaza prezentei pe suprafata conductorului a sarcinii electrice
repartizatd cu densitatea de suprafatd p, (v. punctul
y, b). Consideram un element de arie AA al suprafetei
//i) conductorului si o suprafata inchisd ¥ de forma unui
E=0,D=0 \ n cilindru drept cu bazele paralele cu elementul de arie
conductor AA AA 1 generatoarea perpendiculara pe suprafata
conductorului. Cilindrul contine suprafata AA si are
o baza in conductor, cealaltda baza in dielectrul
inconjurator, iar inaltimea este un infinit mic de
ordin superior fatd de dimensiunile bazei (fig. 2.41).
Sarcina elementard continutd in interiorul suprafetei £ este egala cu sarcina
distribuita pe elementul de suprafatd AA al conductorului, Aqs = paAA. Deoarece
in interiorul conductorului D = 0, fluxul vectorului D prin suprafata bazei din
interiorul conductorului este nul. De asemenea, prin suprafata laterald a cilindrului
fluxul vectorului D este nul, deoarece pe aceasta suprafatd vectorii D si n sunt
perpendiculari (vectorul D este normal la suprafata conductorului). Prin urmare,
fluxul electric prin suprafata cilindrului corespunde exclusiv fetei situatd in
exteriorul conductorului,

Fig. 2.41

fiDdA=DnAA=DAA. (2.191)
z

Aplicand suprafetei X teorema fluxului electric, rezulta:
DAA =Aq; =p,AA, (2.192)
sau
D = pa. (2.193)

Prin urmare, pe suprafata conductoarelor omogene intensitatea campului
electrostatic are numai componentd normald, a carui expresie se obtine din relatiile
(2.91) 51 (2.193):

E=Pap. (2.194)
e

unde n este versorul normalei orientat de la conductor spre dielectric.
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2.13.2. Influenta electrostatica

Se considera un conductor metalic omogen si neincarcat cu sarcind electrica,
situat intr-un camp electrostatic (fig. 2.42, a). Sub actiunea acestui camp
electrostatic, electronii liberi ai conductorului sunt deplasati in sens opus campului,
astfel incat la o parte a conductorului apare un exces de sarcind negativa, iar la
cealalta parte o lipsa de sarcina negativa, adica apare o sarcina pozitiva. Deplasarea
dirjjatd de electroni sub actiunea campului electrostatic exterior, se produce pana
cand intensitatea campului electrostatic rezultant, obtinutd din insumarea
intensitatii campului electrostatic exterior cu intensitatea campului electrostatic
produs de repartitia de sarcini pozitive si negative, este nuld, adica panad cand este
indeplinita conditia de echilibru electrostatic E = 0 (fig. 2.42, b). In interiorul
conductorului metalic, intensitatea campului electrostatic se anuleaza practic
instantaneu si suprafata lui este echipotentiald. Datoritd sarcinilor care se separa pe
suprafata conductorului, forma liniilor de cdmp din exteriorul conductorului se
modifica. Fenomenul de separare de sarcini electrice pe suprafetele conductoarelor
situate Tn camp electrostatic se numeste influenta electrostatica sau inductie
electrostatica. Prin influentd electrostatica se induc pe suprafetele conductoarelor
izolate sarcini electrice egale si de semne opuse numite sarcini induse.

Daca corpul conductor din figura 2.42, a are o cavitate 1n interior (fig. 2.42,
c), sub actiunea campului electric exterior, sarcina electrica se distribuie numai pe
suprafata exterioard a conductorului si deci densitatea de sarcina electrica pe peretii

Fig. 2.42

cavitatii este nuld. Conform relatiei (2.194), rezultd cd in interiorul cavitatii
intensitatea campului electrostatic este nuld. Invelisul conductor constituie un
ecran electrostatic si domeniul protejat de actiunea campului electrostatic din
exterior este ecranat electrostatic. In majoritatea aplicatiilor practice, ecranele se
executd din site metalice. In acest caz, cdmpul in interiorul domeniului ecranat va
fi foarte slab, exceptand imediata vecinatate a orificiilor sitei metalice. Aceste
consideratii sunt valabile si pentru campurile electrice care variaza lent n timp.

2.13.3. Rigiditate dielectrica

Daca intr-un punct al suprafetei unui conductor, intensitatea campului
electrostatic depaseste o anumitd valoare, denumita rigiditate dielectrica, atunci
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sarcinile de pe conductor, sub actiunea fortelor de naturd electrica, pot sa
paraseascd suprafata conductorului si traverseaza (strdpung) dielectricul. In acest
caz, regimul nu mai este electrostatic.

2.13.4. Teorema ariilor corespondente

Se considera un tub de camp electrostatic limitat intre doua conductoare 1 si
2 incarcate cu sarcini electrice (fig. 2.43). Suprafata laterala S a tubului nu este
strabatuta de linii de cadmp electric si deoarece in interiorul conductoarelor inductia
electricd este nuld, nici prin suprafetele A; si A, nu trec linii de camp. Ca urmare,
fluxul electric prin suprafata inchisa 2 =SUA  UA, este nul,

fiDdA =q, =q,+q, =0 (2.195)
z

si deci

qi = - Q2. (2.196)

Rezultd cd sarcina q; care incarca suprafata A; a
conductorului 1 este egald si de semn opus cu sarcina q,
care incarca suprafata A, a conductorului 2. Cele doud suprafete A; si A, se
numesc arii corespondente.

Fig. 2.43

2.14. CONDENSATOARE ELECTRICE

2.14.1. Condensator electric. Capacitate electrica

Sistemul alcatuit din doud conductoare incéarcate cu sarcini electrice egale si
de semne opuse, separate printr-un dielectric fard polarizatie permanenta,
constituie un condensator, iar cele doua conductoare se numesc armaturile
condensatorului.

Raportul pozitiv dintre sarcina electrica a uneia dintre armaturi q; (q,) si
diferenta de potential fatd de cealalta armaturda V, — V, (V, — V) se numeste
capacitate electrica a condensatorului,

c=—4 _ B (2.197)
V1_V2 Vz_V1

Se va considera cazul in care dielectricul dintre armituri este liniar. In acest
caz poate fi aplicatd teorema superpozitiei. In concordanti cu aceasta, daci intr-o
stare de echilibru electrostatic pentru sarcinile q; si q, corespund potentialele V; si
V, pentru cele doud armaturi, atunci intr-o noua stare de echilibru electrostatic,
pentru sarcinile kq; si kq, corespund potentialele kV, si kV,. In noua stare de
echilibru capacitatea condensatorului este:
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kg, __ka, @ _ 4 (2.198)
le _kV2 kV2 _kV1 V] _Vz V2 _VZ

Prin urmare, daca dielectricul este liniar, capacitatea electrica a
condensatorului nu depinde de sarcinile electrice sau de potentialele armaturilor, ci
numai de configuratia geometrica a sistemului de armaturi (forma si dimensiunile
acestora, pozitia lor relativd etc.) si de permitivitatea dielectricului. Aceasta
propozitie constituie teorema capacititii.

Unitatea SI de capacitate se numeste farad (F) si este capacitatea
condensatorului care sub tensiunea de 1 volt se incarca cu sarcina electrica de 1
coulomb.
dielectricului date, capacitatea electrica a condensatorului se calculeaza astfel:

e se considera armaturile Tncércate cu sarcini egale si de semne opuse, £q;

e se determind intensitatea campului electric intr-un punct din dielectric;

e se calculeaza diferenta de potential V| — V, dintre armatura pozitiva si negativa,
egald cu tensiunea U in lungul unei curbe deschise (preferabil linie de camp
electric) care incepe pe armatura pozitiva si se termind pe armatura negativa;

e din raportul g/U se deduce capacitatea condensatorului.

Prin capacitatea electricd a unui conductor izolat se intelege capacitatea
electrica a unui conductor fatd de care toate celelalte conductoare sunt departate la
infinit. Pentru conductoarele de la infinit se va admite conventia ca potentialul
electric este nul, adica V_ = 0. Rezulta:

4 (2.199)
V-V, V

a. Calculul capacitatii condensatorului plan.
Armaturile condensatorului plan constau din doua placi metalice de arie A,

g A
T
Yy 3 V-pVAV § Y V Y
a b

Fig. 2.44

dispuse paralel la distanta d mult mai micd decit dimensiunile armaturilor (fig.
2.44, a). Sarcina electrica este uniform repartizatd pe armaturi, iar domeniul dintre
armaturi este ocupat de un dielectric liniar, izotrop si omogen de permitivitate €
constanta.

Tinand seama de relatia (2.131) a intensitatii campului electrostatic intr-un
punct din dielectric, se calculeaza diferenta de potential dintre armaturi:
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2
Vl—VZ:Uu:IEds:p—Adzq—d. (2.200)
1 € €A

Aplicand relatia de definitie (2.197), se obtine capacitatea condensatorului plan:

. q _SA
V-V, d°

C (2.201)

Daca dielectricul este constituit din n straturi paralele cu armaturile, avand

.....

n 2 n n
Vi-V,=U, =Y [Eds =Y Pag =L 4y (2.202)
k=1 | k=1 € Ao &y
C= A : (2.203)
v di
k=1 €y
b.  Calculul  capacitatii  condensatorului  cilindric. ~ Armaturile

condensatorului sunt constituite din doi cilindri coaxiali de aceeasi lungime ¢ si de
raze 1, T, 1ar dielectricul de permitivitate constantd € ocupda domeniul dintre
armaturi (fig. 2.45). Sarcina electricd este distribuitd uniform cu densitatea de
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Fig.2.45

suprafatd +p, pe armatura interioara si -p, pe armatura exterioara.

Intensitatea cdmpului electric in dielectricul dintre armaturi se calculeaza cu
ajutorul teoremei fluxului electric scrisd pentru suprafata ¥ a cilindrului de raza r,
(ri <r< re):

fipdA =fDdA=2nrleE=q, (2.204)
z z

de unde rezulta:

q
= ) 2.205
2ner/ ( )
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Diferenta de potential dintre armaturi se determina calculand integrala lui E in
lungul unei linii de camp:

V-V, = [Edr=—3 1% (2.206)
o 2nel 1,

Tindnd seama de relatia (2.197), se determind capacitatea condensatorului
cilindric:

c=2 “fz . (2.207)

In-¢
T.

1

Cu ajutorul relatiei (2.207) se poate calcula capacitatea cablurilor unifilare.
In acest caz, conductorul constituie armitura interioard, iar banda metalici de
protectie din exterior armatura exterioara. Capacitatea pe unitatea de lungime a
cablului se numeste capacitate specifica sau lineica si se noteaza cu Ci:

c -L_2me (2.208)
/€ re
In-=
I.

1

Daca condensatorul cilindric are dielectricul constituit din n-1 tuburi

e e, e

C= lzi (2.209)

Z—lnrk—+l

n
k=1 &y 1%

2.14.2. Relatiile lui Maxwell pentru sisteme de conductoare in echilibru
electrostatic

a. Relatiile lui Maxwell cu referire la coeficientii de potential. Se
considera n conductoare in echilibru electrostatic incarcate cu sarcini electrice gy
repartizate pe suprafetele X, cu densitdtile pax. Conductoarele sunt situate intr-un
dielectric omogen, izotrop si liniar de permitivitate constantd € care ocupa intreg
spatiul. Potentialul V; intr-un punct de pe suprafata conductorului j are expresia:

V= ! > HPAdA, 5 =120, (2.210)
dneias, I

unde 1j; este distanta dintre elementele de suprafata dA; si dAy ale conductoarelor j
si k.

Multiplicand ambii membri ai ecuatiei (2.210) cu pa;dA;, integrand pe suprafata Z;
s1 fiindca V; este constant, se obtine:
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VifpndA =V, =3 FHPPx aa A, 21

Zj 4n8k]2k2 I'Jk

sau

S AP GA dA, (2.212)

j
471'8qu1sz Ty

Relatiile (2.212) se pot scrie sub forma:

Vj = ijqu ) (2.213)
k=1
unde
PyP
W= ﬁﬁ *dA dA, . (2.214)

4n8q qk Iy % er

Coeficientii pj = pyj sunt independenti de sarcinile si densitdtile lor; unei repartitii
de sarcina pe conductorul j de A; ori mai mare, p,, =Ap,; sipe conductorul k de
A ori mai mare, p, =A,p, 1i corespunde q,=Xq;, q,=A.q, si

coeficientul pj este independent de 2, s1 Ax. La permitivitate datd, coeficientii pjx
depind numai de configuratia geometrica a sistemului de conductoare si se numesc
coeficienti de potential . Relatiile (2.213) constituie relatiile lui Maxwell cu
referire la coeficientii de potential.

b. Relatiile lui Maxwell cu referire la coeficientii de influenta. Daca se
rezolva sistemul de ecuatii (2.213) in raport cu sarcinile gj se obtin relatiile:

4, =27 V> i=12,.1, (2.215)
k=1

Sau:

..................................................... . (2.216)

Coeficientii yj sunt numiti coeficienti de influenta, iar relatiile (2.216) se
numesc relatiile lui Maxwell cu referire la coeficientii de influenta. Coeficientul v;;
este pozitiv si egal cu raportul dintre sarcina electricd q; si potentialul V; al
conductorului j, potentialele Vy ale celorlalte conductoare fiind nule,
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Y =—- > 0. (2.217)

I =0, k]

Coeficientul yj este negativ si egal cu sarcina electrica indusa pe suprafata
conductorului j de potentialul pozitiv egal cu unitatea al conductorului k,
potentialele celorlalte conductoare fiind nule. Astfel dacad potentialul conductorului
k este pozitiv si liniile de camp incep de pe conductorul k si se termind pe
conductoarele j (j=k), rezultd p,; < 0. In acord cu teorema ariilor corespondente,
sarcinile care incarca ariile corespondente ale conductoarelor j, k fiind egale si de
semne opuse, rezulta:

V= Vi < 0. (2.218)

c. Relatiile lui Maxwell cu referire la capacitati partiale. Daca sistemul
de sarcini este complet,

3q, =0, (2.219)
i1
din relatiile (2.215) rezulta:
dvux=0; k=12,.,n; >y, =0; j=12,..,n. (2.220)
=1 k=1

Relatiile (2.215) se pot scrie sub forma urmatoare:
q; = —le(Vj _Vl)_VjZ(Vj —Vz)—...—yjk(Vj _Vk)_-~
A (Vi =V )+ Vily, +7, + et Y+t Yy pi=1200n, (2.221)

Tinand seama de relatiile (2.220), relatiile (2.221) devin:
q; = _le(Vj -V - sz(vj -V))—...— ij(Vj S an(vj -V,), (2.222)

7=1,2,....n,
respectiv:

q,=C,U,+C,U,;+..+C, U, +..+C, U, _;

In?

q,=C,,U,, +C,,U,, +..+C, U, +..+C, U, ;
q;=C,U; +C, U, +..+C, U, +..+C, U, ; (2.223)

q, =C,,U_,+C, U, +..+C U, +..+C U

n,n-1 "~ n,n-1?

unde
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Cp=—7, >0 (2.224)

este capacitatea partiala intre conductoarele j si k.

Sistemul (2.223) constituie relatiile lui Maxwell cu referire la capacitati
partiale. Sarcina q; care incarcd conductorul j este egala cu suma sarcinilor partiale
Ci(V; — V) proportionale cu diferentele de potential V; — V.

2.14.3. Capacitati in serviciu

Liniile electrice aeriene si cablurile multifilare de transmisie a energiei sau
de telecomunicatii functioneazd in anumite conditii privind potentialele sau
sarcinile electrice care le incarca. Pentru o linie sau un cablu cu n conductoare
avand potentiale V, si sarcinile q,, pamantul fiind conductorul de referinta,
conditiile de functionare numite si de serviciu sunt:

e Serviciul cu suma tensiunilor tuturor conductoarelor fata de pamant, Uj = Uj,
egala cu zero,

3U, =0; (2.225)
=

e Serviciul cu suma tuturor sarcinilor conductoarelor egala cu zero,
3q,=0; (2.226)
j=1
e Serviciul cu toate conductoarele la aceeasi tensiune fata de padmant,
U=U,=.=U=.=U; (2.227)
e Serviciul cu aceeasi sarcina pe fiecare conductor,

q=4q,=-.=¢;=...=¢,. (2.228)

Capacitatea in serviciu Cg intre conductoarele j si k ale liniei functiondnd
intr-un anumit serviciu, este raportul dintre sarcina unuia dintre conductoarele j sau
k si diferenta dintre potentialul lui si al celuilalt conductor,

Coy =Cy = L % , (2.229)
V.-V, V.-V,

Capacitatea in serviciu a liniei bifilare
aeriene. Se considera doua conductoare paralele de
lungime /¢ foarte mare si de razd a, situate la
distanta d >> a (fig. 2.46). Conductoarele sunt
situate la mare departare de pamant §i sunt
incarcate cu sarcini distribuite lineic, avand
densitatile p; si -p;.
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Potentialul electrostatic intr-un punct P se calculeaza cu relatia (2.179) si
aplicand teorema superpozitiei se obtine:

V, = 1 (pllnr—o—pllnr—OJZLlnr—z- (2.230)
2ng, 1

Aducand succesiv punctul P pe suprafata conductoarelor, din relatia (2.230) se
obtin potentialele celor doua conductoare:

v P pd oy o P (2.231)
2ng, a 2ng, d

Capacitatea in serviciu se calculeaza cu relatia (2.229):

_ Tyl

q,
C,= , (2.232)
N Vl - Vz lnﬁ
a
1ar pentru capacitatea specificd se obtine:
Caz =&=n—8§- (2.233)
¢ In—
a

2.15. RELATIILE FUNDAMENTALE ALE CAMPULUI
ELECTROSTATIC

In cadrul acestui paragraf se reiau unele rezultate obtinute in paragrafele
precedente si care constituie relatiile fundamentale ale electrostaticii. Aceste relatii
sunt:

e relatia dependentei dintre inductie, intensitate si polarizatie in camp
electrostatic (2.86),

D=¢E+P, (2.234)
respectiv (2.91),
D=c¢E (2.235)

pentru dielectricii liniari izotropi s1 omogeni, fara polarizatie permanents;
e teorema fluxului electric sub forma integrala (2.93), respectiv locala (2.100),

¥, =f{DndA =q;, divD=p,; (2.236)
z

e teorema potentialului electrostatic, sub forma integrala (2.162), respectiv locala
(2.171):
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fEds=0, rotE=0; (2.237)
r

e consecinta a teoremei potentialului electrostatic (2.157),
E = - gradV, (2.238)

unde V este potentialul electrostatic;
e relatia de echilibru electrostatic pentru medii conductoare omogene (1.187):

E=0. (2.239)

In concordanti cu cele aritate in paragraful 2.9.1, in cazul cAmpului
electrostatic, liniile de camp electric sunt linii deschise care incep §i se termina in
punctele in care divergenta vectorului E este diferita de zero. Dupa cum rezulta din
relatiile (2.234), (2.235) si (2.236), marimea divE poate fi diferitd de zero in
punctele in care densitatea de sarcina electrica adevarata este diferita de zero sau in
punctele in care marimea divP este diferitd de zero, respectiv in punctele in care
variazd permitivitatea. De asemenea, in cazul campului electrostatic, liniile de
inductie electrica sunt linii deschise care incep si se termind in punctele in care
divergenta vectorului D este diferita de zero. Marimea divD poate fi diferita de
zero numai in punctele in care densitatea de sarcina electrica adevarata este diferita
de zero.

2.15.1. Ecuatiile lui Poisson si Laplace pentru potentialul electrostatic

In cazul dielectricilor liniari, fari polarizatie electrici permanenti din
ecuatiile (2.236), (2.235) si (2.238) se obtine:

p, =divD = div(eE)=—div(sgradV)=

= —sdiv(gradV) —gradVgrade = —€AV —gradVgrade, (2.240)
sau
p, 1
AV = - ——gradegradV. (2.241)
€ €

Daca, in plus, dielectricii sunt omogeni, permitivitatea este constanta si ecuatia
(2.241) devine:

AV =P (2.242)

Oricare dintre ecuatiile (2.241), (2.242) este de tip eliptic neomogena si se numeste
ecuatia lui Poisson. Partea neomogena a ecuatiei lui Poisson, reprezentata de
densitatea de sarcinad electrica, constituie sursa campului electrostatic.

Conform celor aratate Tn paragraful 2.12.2, in cazul dielectricilor liniari, fara
polarizatie electrica permanentd, potentialul electrostatic determinat intr-un punct
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oarecare din dielectric de sarcina electricd distribuitd cu densitate de volum p, intr-

un domeniu finit, cand se poate alege potentialul punctului de la infinit nul, este dat
de relatia (2.144):

=0 L j Ped (2.243)

Pe de altd parte, in aceleasi conditii de mediu, potentialul electrostatic
satisface ecuatia de tip Poisson (2.242) a carei solutie are tocmai expresia (2.243).

Daca p, = 0, ecuatia omogena se numeste ecuatia lui Laplace,
AV =0. (2.244)

In general, rezolvarea ecuatiilor Poisson si Laplace nu se referd la intreg
spatiul, deoarece acesta nu este Intotdeauna accesibil in intregime. De aceea, apare
necesitatea rezolvdrii ecuatiilor numai pentru un anumit domeniu vy pe a carui
frontiera ¥ sunt date in fiecare punct anumite conditii, numite conditii la limita sau
pe frontiera. Prin conditii pe frontiera domeniului se inteleg valorile care pot fi
prescrise pentru potentialul scalar V, derivate ale acestuia sau combinatiile lor,
incat solutia sa fie unica.

2.15.2. Formulele lui Green pentru cimpuri de scalari

Fie U si V doud campuri de scalari diferite in domeniul vy. Aplicand teorema
divergentei fluxului vectorului UgradV, se obtine prima formula a lui Green pentru
campuri de scalari:

ffUgradvndA = [[[div(U gradV)dv = [[[(UAV + gradU gradV )Jdv . (2.245)
z A% vy

Pentru U =V, relatia (2.245) devine:

fjV gradvnda = [[[[V AV + (gradV')’ [av (2.246)

inlocuind in relatia (2.245) U cu V si V cu U se obtine:
i{:fV gradUndA = ”f d1V \Y gradU dV J.H V AU + gradV gradU)dV (2.247)

vz

Scazand membru cu membru relatiile (2.245) si (2.247) se obtine a doua formula a
lui Green pentru campuri de scalari:

ﬁ(U gradV — V gradU)ndA = _m(U AV -V AU)dv. (2.248)

z vz

2.15.3. Conditiile pe frontiera pentru potentialul scalar
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Fie V(P) si V,(P) doua solutii diferite ale ecuatiei lui Poisoon in domeniul
vy cu aceleasi conditii pe frontiera ¥ a domeniului. Ca urmare, in interiorul
domeniului vy sunt indeplinite relatiile:

AVI(P):—w; sz(P):—pv—®; Pev,. (2.249)
€ €
Marimea diferenta
V,(P)=V,(P)-V,(P), Pev, UZ (2.250)

satisface ecuatia lui Laplace (2.244)
AV,(P)=AV,(P)-AV,(P)=0, P e v,, (2.251)

cu conditii pe frontiera nule, deoarece cele doud solutii au aceleasi conditii pe
frontiera X.
Scriind prima formula a lui Green (2.246) pentru scalarul V4(P), se obtine:

fjV, gradV, nda = [[[|V, AV, + (gradV,  |dv (2.252)
P vy

Integrandul primului membru al relatiei (2.252) contine valorile lui V4(P) si
gradVy(P), nule pe frontiera X. Integrandul se anuleaza pentru V4(P) = 0 sau
ngradV, = 0. Ca urmare, conditiile pe frontiera pentru ecuatiile scalare Poisson si
Laplace sunt:

e de tip Dirichlet sau de prima speta, daca se prescriu pe frontiera valorile
potentialului V(P), PeZ;

e de tip Neumann sau de a doua speta, daca se prescriu valorile componentei
normale a gradientului de potential ngradV, PeX;

e de tip Robin sau de a treia speta, daca in fiecare punct de pe frontierd este data
o relatie liniard in raport cu V(P) si ngradV,

5_V:C(

a(P)V(P)+b(P) P P),PeX, (2.253)

unde a(P), b(P) si c(P) sunt functii de punct definite pe frontiera X si nenule.
Conditia pe frontiera este omogena sau naturala daca c(P) = 0 si neomogena daca
c(P)=0.

2.15.4. Teorema unicitatii solutiilor ecuatiilor Poisson si Laplace pentru
potentialul scalar

Enuntul teoremei este urmatorul: solutiile ecuatiilor Poisson (2.242) si
Laplace (2.244) cu conditii pe frontiera de tip Dirichlet sunt unice si cu conditii de
tip Neumann sunt unice pana la o constanta aditiva.

Pentru demonstrarea teoremei se continud rationamentul de la paragraful
precedent. In relatia (2.252) integrandul primului membru este nul in ambele
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probleme, fie de tip Dirichlet fie de tip Neumann. Deoarece AV4(P)=0, P € vy
(2.251), relatia (2.252) devine:

[[[(gradV, ) dv=0. (2.254)

Deoarece gradientul functiei V4 apare in expresia de sub integrald la patrat, relatia
(2.254) nu poate fi satisfacuta decat daca:

gradVy=0. (2.255)

Din relatia (2.255) se obtine:
V4(P)=C, (2.256)

unde C este o constanta.

In problema Dirichlet, V4 fiind nul pe frontiera X, rezultda C = 0,
V,(P)=V,(P),Pev, UX si solutia este unici. In problema Neumann,
V1(P) — V,(P) = C si solutia este unica pana la o constanta aditiva C.

In relatia (2.252) integrandul primului membru se anuleazi numai daca
V4(P) = 0, care implica conditia Dirichlet, sau daca ngradVy = 0, care implica
conditia Neumann. In acest fel, cele doua conditii sunt impuse de necesitatea
stabilirii unicitatii solutiei.

2.16. METODE DE ANALIZA A CAMPULUI ELECTROSTATIC

Se considera in domeniul dielectric vy marginit de suprafata X un sistem de
conductoare in echilibru electrostatic. Analiza campului electrostatic consta din
determinarea intensitatii cdmpului si potentialului in orice punct din dielectric,
respectiv a potentialelor conductoarelor, fiind cunoscute sarcinile care le incarca.
Problema inversa consta din determinarea sarcinilor conductoarelor atunci cand
potentialele acestora sunt cunoscute. In ambele probleme se presupun cunoscute
conditiile pe frontierd, de tip Dirichlet sau Neumann. De asemenea, metodele de
analiza permit calculul capacititilor.

In general, solutiile problemelor de camp electrostatic sunt functii de toate
coordonatele spatiale si problemele se numesc tridimensionale. Daca solutiile
depind numai de doud, respectiv numai de o coordonata spatiala, problemele se
numesc bidimensionale, respectiv unidimensionale. O clasa de probleme
bidimensionale o constituie problemele plan paralele. In acest caz, marimile
campului sunt aceleasi in punctele reperate identic in planele normale pe o axa si
nu depind de coordonata in lungul axei. O altd clasa de probleme bidimensionale o
constituie cele cu simetrie axiald. Intr-un sistem de coordonate cilindrice (r, 0, 7),
solutia unei probleme cu simetrie axiala nu depinde de coordonata unghiulara ¢.

Metodele de analiza a cAmpului electrostatic se clasifica in metode analitice,
numerice, grafice [10,13] si analogice [10,13].
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2.16.1. Metode analitice de calcul a cAmpului electrostatic

Dezavantajul metodelor analitice constd din numadrul relativ redus de
configuratii de cAmp in care pot fi aplicate.

Principalele metode analitice sunt: metoda directd, metoda integrarii
ecuatiilor Poisson si Laplace prin separarea variabilelor, metoda imaginilor
electrice, metoda functiilor de variabild complexd, metoda inversiunii geometrice
[10], metoda transformarii conforme [10,13], metoda functiilor Green [10].

a. Metoda directa se aplica, in principal, pentru repartitii de sarcind in
dielectricul izotrop, liniar si omogen de permitivitate constantd care ocupd spatiul
infinit sau domenii finite marginite de suprafete echipotentiale. Aceasta metoda
constd 1n calculul intensitatii cAmpului electric si a potentialului utilizand teorema
lui Coulomb, teorema superpozitiei si teorema fluxului electric. Aplicatii ale
metodei directe au fost prezentate in paragrafele 2.10.3 s12.12.7.

b. Metoda imaginilor electrice. Metoda imaginilor electrice se aplica
pentru calculul campurilor produse de surse date intr-un domeniu omogen si
1zotrop marginit de suprafete de discontinuitate (de exemplu, suprafata de separatie
dintre doi dielectrici sau un conductor si un dielectric). Principiul metodei este
urmatorul: se considera sursele date situate in mediul omogen §i izotrop care se
presupune infinit extins (adicd se suprimd suprafetele de discontinuitate) si se
introduc surse suplimentare, echivalente cu suprafetele de discontinuitate
suprimate, in ceea ce priveste contributia la producerea cdmpului In domeniul dat.
Determinarea campului intr-un domeniu marginit se reduce astfel la problema
determindrii cAmpului produs de surse intr-un domeniu
omogen si izotrop infinit extins. Dificultatea problemei
constd in determinarea pozitiei si a valorilor surselor
suplimentare astfel incat sa fie satisficutd conditia de
echivalenta amintitd, adica sd se mentina conditiile de
unicitate. Sursele suplimentare sunt numite surse
imagini, respectiv imagini electrice. Aceste surse
trebuie determinate astfel incat sa ramand neschimbate
conditiile pe frontiera interioara a domeniului dat.
Sursele imagini sunt situate, de obicei, 1n afara

V=0 domeniului dat. Aceste surse nu sunt in general univoc
determinate.
Fig. 2.47 Metoda imaginilor electrice in raport cu

semispatiul conductor. Se considerd o sarcind
punctiforma q > 0 situata intr-un dielectric omogen de permitivitate €, la distanta d
de un conductor infinit care ocupd semispatiul din stanga (fig. 2.47). Consideram
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nul potentialul conductorului. In acest caz, suprafata de discontinuitate este
suprafata de separatie plana dintre conductor si dielectricul de permitivitate e.
Toate liniile intensitdtii campului electric care incep pe sarcina +q se termind pe
conductorul plan, pe care apare o sarcind indusd negativa. Campul electric este
determinat atat de sarcina +q, cat si de sarcina indusa distribuitd pe suprafata
planului conductor. Din conditiile problemei nu se cunoaste distributia sarcinii
induse, aceasta urmand a fi determinata.

Problema calculului cdmpului se rezolva aplicand metoda imaginilor
electrice. Sa presupunem cd inlaturdm conductorul, dar pe prelungirea
perpendicularei coborata din punctul in care se afla sarcina +q pe suprafata
conductorului aducem, la aceeasi distantd d de suprafata conductorului, o sarcina
imagine —q (dielectricul omogen ocupand acum intregul spatiu). Pozitia sarcinii
electrice imagine coincide cu pozitia imaginii optice virtuale care s-ar obtine daca
suprafata conductorului ar fi inlocuitd cu o oglinda pland si de aici provine si
denumirea metodei.

Intr-un punct oarecare P, potentialul V este stabilit de sarcina punctiforma
+ q s1 de sarcina imagine — q:

\% —i[l—lj. (2.257)

4rne\r 1,

In acest caz, intr-un punct al planului T (r, = 1),
care coincidea Tnainte cu suprafata conductorului,
potentialul este nul. Ca urmare, pentru domeniul D,
constituit de semispatiul din dreapta si numai
pentru el, avem o perfectd identitate in privinta
datelor problemelor in ambele situatii: sarcina +q in
prezenta planului conductor si sarcinile +q si —q. In
conformitate cu teorema unicitdtii, cimpul in domeniul D este univoc determinat
de distributia sarcinilor si de conditiile de frontierd. Dar, in cele douad situatii, in
semispatiul din dreapta, distributia sarcinilor este aceeasi (sarcina +q la distanta d
de plan) si conditiile de frontiera sunt aceleasi (planul X este echipotential si de
potential nul). Deci, in loc de a rezolva problema “sarcina +q in prezenta planului
conductor”, rezolvam problema “sarcinile +q si - q°, care este mai simpla.
Intensitatea campului electric E intr-un punct P se exprima pe baza teoremei
superpozitiei:

E —L(“ —r—gj (2.258)

- 3
dne\ry 1,

In punctele suprafetei planului (r; = r, = r), intensitatea cAmpului electric este:
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E=—1 _(r-r,). (2.259)
4ner

Daca n este versorul normalei pe plan (fig. 2.48), atunci r; — r, = -2dn si deci intensitatea

campului electric este normala pe suprafata planului:

qd

E=- 3
2mer

n. (2.260)

Densitatea de suprafata a sarcinii electrice induse pe suprafata planului conductor este
egald cu componenta normala a inductiei electrice in punctele din dielectric situate in imediata

vecinatate a planului:

qd

=D =¢E =- )
Pa ! ! 2nr?

(2.261)

Pe suprafata conductorului se separa prin influentd electrostatica sarcina negativa,
a carei densitate superficiald tinde spre zero in punctele planului foarte departate de
sarcina +q. Sarcina indusd este maxima in piciorul perpendicularer dusd din
punctul in care se afla sarcina +q pe plan:

q
= . 2.262
PA=—0 32 ( )

Sarcina totald a planului este:
= [[pa dA_——jj (2.263)
z

Din figura 2.48 rezulta dA =sdsda, r* =s* +d* si deci relatia (2.263) devine:

o0

2n
CIdJ» sds ‘ 1 _q. (2.264)

= do = —qdl-———
qZ 27_[0 s +d2)/.[ /SZ+d2 o

Prin urmare, sarcina totald a planului gy este egald cu sarcina imagine —q.

Aplicatie. Capacitatea in serviciu a liniei bifilare aeriene. Se considera linia
constituitd din doud conductoare cilindrice de raza a dispuse paralel cu solul la
distantele h;, h, >>a. Conductoarele sunt incdrcate cu sarcini distribuite liniar
avand densitatile p; si -p; si sunt dispuse paralel la distanta d >> a (fig. 2.49).



86

Introducand conductoarele imagini 1’ §1 2’ incarcate cu sarcinile -p; si p; si
cunoscand potentialul produs de un fir rectiliniu uniform incércat si infinit extins
(2.179), potentialul intr-un punct P din dielectricul situat deasupra solului se
calculeaza aplicand principiul superpozitiei:

V, = &[lnr—l + lnr—?j . (2.265)
2ne\ 1 I,

Potentialele celor doud conductoare 1 si 2 se determina deplasdnd punctul P pe
suprafetele acestora. Astfel, pentru conductorul 1:

n=a;r =2h;r,=d =y/(h,—h Y +d*;r, =d = /(h, +h,} +d*,  (2.266)

iar pentru conductorul 2:

r=d =+(h,—h F+d*r =d =4/(h,+h, ) +d*;1, =a;r, =2h,. (2.267)

Introducand succesiv relatiile (2.266) si (2.267) in expresia (2.265), se obtin
potentialele conductoarelor 1 si 2:

_ 5 5 2 2
v, =2 In 20 \/(h2 h,) +d V=P 2 \/(h2+hl) +d (2.268)
2ne a (h,+h, ) +d’ 2ne 2h, /(h,—h,)} +d’

p, !
1~ V2
capacitatea specifica Cq;:

st apoi din raportul se determind capacitatea in serviciu Ci,, respectiv
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Cp,= nef . C,,= T (2269
| 2/hh, Jh,—h ) +d |2y, J(h,—h, ) +d
a (b, +h, ) +d’ a  J(h,+h, ) +d?

Notand cu D= \/(h2 —h,) +d’si la limiti pentru h,, h, — o se regiseste
capacitatea liniei bifilare la mare departare de pamant (2.233).

c. Metoda integrarii ecuatiilor Poisson si Laplace prin separarea variabilelor.

Solutia generala a ecuatiei Poisson (2.242), AV = —&, contine doi termeni:
€

V=V,+V,, (2.270)

unde V,, este o solutie particulara a ecuatiel neomogene, iar V, este solutia ecuatiei
Laplace (2.244), AV =0.
In problema plana, in sistemul de coordonate carteziene, ecuatia Laplace
devine:
o’V o’V
Tt T
ox~ 0oy
In metoda separirii variabilelor, solutia ecuatiei (2.271) este o serie ai carei
termeni sunt produse a doud functii X(x) s1 Y(y),

V(x,y)=X(x)Y(y). (2.272)

Introducand solutia (2.272) in ecuatia (2.271) si impartind prin XY, se obtine:

0. (2.271)

10°X 10°Y
————t+t—-—=—5=0
X ox” Y oy

(2.273)

Fiecare dintre termenii ecuatiei (2.273) depinde numai de una dintre coordonate si ecuatia se

descompune in doud ecuatii prin egalarea fiecarui termen cu o constanta,

2 2
Lafz_y; 1032(:;3_ (2.274)
X ox Y oy

Solutiile ecuatiilor (2.274) fiind:

A, sinAx + B, cosix, A =0, C,shAiy+D,chAy, A =0,
X:{x BT CORAR : Y:{x YRS (2.275)

A,x+B,, L=0, C,y+D,, A =0,

solutia V(x,y) este urmatoarea:

V(X, Y) = (AOX +B, )(Coy +D, ) +
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+> (A, sinAx + B, cosAx [(C,shiy + D,chLy).

A

" (2.276)
V=0 Aplicatie. Problema Dirichlet pentru interiorul

b dreptunghiului (fig.2.50). Se considera domeniul din
V=0 V=0 interiorul dreptunghiului de laturi a, b. Potentialul pe
N latura y = 0 este V(x,0) = fy(x) si nul pe celelalte laturi.

O] V=fy(x) @ X  Din conditia V(0,y) = V(a,y) = 0 rezulti A, = B, = D,

Fig.2.50 =B, =0, sinha=0 si deci A = E, k=1,2,...Pe latura y
a

= b, conditia V(x,b) = 0 este satisfacuta daca
C,shiy+D,chhy = Exshk(b — y). Prin urmare, solutia (2.276) devine:

V(X, Y) = ZAAEK sin AX shk(b — y) =
A

=3 M, sinkn > shkn b-y (2.277)
k=1 a a

Constantele My se determina din conditia V(x,0) = fy(x), adica:

S°M, sin knzshkng —f, (x). (2.278)
k=1

Multiplicand ambii membri cu sin kn> st integrand intre 0 s1 a se obtine:
a

M, =2 o £, (x)sinkn > dx. (2.279)
ashkm—° a
a

g 4V, :
De exemplu, pentru fo(x) = V, rezultd My, = 0, M,, | = 5§

(2k +1)nsh(2k + 1) —

a

potentialul electrostatic intr-un punct din interiorul dreptunghiului are expresia:
(2n+1)n
h*="""(b-y)
4V, & 1 . (2n+1)x >

Vix,y)=—"2 sin a . 2.280
(x.y) T ;2n+1 a Sh(2n+1)ﬂb ( )

a

2.16.2. Metode numerice de calcul a campului electrostatic

Metodele numerice se bazeaza pe aproximarea prin discretizare a ecuatiilor
cu derivate partiale sau a ecuatiilor integrale prin sisteme de ecuatii algebrice. In
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ambele cazuri, sistemul de ecuatii algebrice care se obtine se numeste
discretizantul ecuatiei cu derivate partiale sau ecuatiei integrale.

Comparativ cu metodele analitice, cele numerice prezintd o arie de
aplicabilitate mai mare, fiind supuse la restrictii
mai putine. Desi aproximative, metodele
numerice (dacd satisfac anumite criterii

AL S ! calitative de rigoare si convergentd) conduc cu
aceeasi certitudine ca si metodele directe la
xl ________________ . rezultate  acceptabile. Principalele metode
ol 'h ' h . numerice sunt:
_ f _ X e metoda diferentelor finite (MDF);
| -1 i it e metoda elementelor finite (MEF).
Fig. 2.51 a. Metoda diferentelor finite (MDF). in

metoda diferentelor finite se aproximeaza
ecuatiile cu derivate partiale (Poisson si Laplace) prin ecuatii cu diferente finite
care contin valorile functiei necunoscute in puncte distincte, distribuite 1n interiorul
domeniului, in nodurile unei retele avind o anumiti structurd. In consecinti, in
MDF in loc de a calcula functia necunoscutd in orice punct din domeniu, se
calculeaza numai valorile ei in nodurile retelei in care a fost divizat domeniul.
Pe frontierd, in loc de a se considera toate valorile functiei sau componentei
normale a gradientului acesteia, se iau in considerare numai valorile din punctele
situate la intersectia frontierei cu reteaua de divizare.
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Aproximarea functiilor si a derivatelor lor
prin diferente finite. Se considera functia V(x)
definita pe intervalul [a,b], discretizat cu pasul
constant =22 (fig.2.51). Extremitatile

n

subintervalelor se numesc noduri s1 se numeroteaza
de la stanga la dreaptacu 0, 1, 2, 3,...,1-1, 1, 1+1,..., n
incluzandu-se si cele doua valori extreme. Fie V,,
Vi, Va,..., Vi, Vi, Via,..., V, valorile functiel in cele
n+1 noduri. Sirul {V;} poate fi considerat drept
aproximarea functier V(x) definitd in nodurile de
discretizare. Daca solutia unei ecuatii diferentiale
este reprezentatd de functia V(x), ea poate fi
aproximata prin tabelul de valor1 {V;} ale solutiei.

Pentru nodul 1 se definesc urmatoarele diferente finite de ordinul unu ale
functiel V(x):
o diferenta finitd regresiva (sau inapoi):

ViV=V -V _; (2.281)
o diferenta finita progresiva (sau inainte):

Viv=y,

i+l

-V (2.282)
e diferenta finita simetrica (sau centrald) de ordinul I:

V,V=V -V |, (2.283)

unde V | s1 V | sunt valorile functier V(x) la jumatatea intervalelor adiacente
i+ i—
2 2
nodulut 1.
Pentru aproximarea derivatelor functiei V prin diferente finite, se dezvolta

functia V(x) in serie Taylor in nodurile invecinate nodului i:

2
V., =V, iy 1y 0V \f +... (2.284)
ox 21 ox
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2
voov o, LV
ox 2! ox

(2.285)

Neglijand marimile mici, superioare celor de ordinul al treilea, din diferenta,
respectiv suma relatiilor (2.284) si (2.285), rezulta:

2
-V, = 2h?; V., +V_, =2V +h2%+... (2.286)
X

v

i+l

Din relatiile (2.286) se obtin aproximarile derivatelor de ordinul unu si doi ale
functiei V(x) prin diferente finite:

ov. 1
— =WV, -V.,) 2.287
aX 2h( i+l 1—1) ( )
o’V 1
o~ (Vi m2Vi+ V). (2.288)

Pentru aproximarea ecuatiei lui Poisson pentru potentialul scalar in problema
plan — paraleld, domeniul de camp se discretizeaza intr-o retea rectangulara, avand
pasii h,=h,= h (fig. 2.52). A aproxima laplaceanul

2 2
AV(x,y)= g Y 49 Y (2.289)
ox°~ 0y
yﬂ yﬂ
1=0,1,2,3,....p; j=0,1,2,3,....q 1=0,1,2,3,....p; j=0,1,2,3,....q
B,
ij+l1 T
/{‘]Jrl \\ Vh wh
( y \ i1y lij i1,
=¥ 1
-1 it 1+1, )2 i,j-1 »
11
h X X
Fig. 2.52 Fig. 2.53

in nodul interior (i,j) prin diferente finite inseamna a inlocui derivatele partiale de ordinul al
doilea din expresia laplaceanului de mai sus, pe baza relatiei (2.288), in functie de valorile

potentialului in nodurile vecine, prin:
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'V, 1

ox>  h (Vm,j —2Vij+ Vi, ); (2.290)
o'V, 1

5}’2, :F(Vi,jﬂ —2Vi; +Vi,j—1)° (2.291)

Inlocuind (2.290) si (2.291) in (2.289) se obtine aproximarea laplaceanului prin
diferente finite:

av, =L (v

ij h2 i+,

+V,,;+V

i,j+1

TV, —4V,). (2.292)

Deci ecuatia lui Poisson cu diferente finite se scrie sub forma:

1 P,
F(Viﬂ,j +Vi i+ Vit Vi - 4Vi,j): T i =1, (2.293)
unde f;; sunt numite functii de excitatii nodale.
Din ecuatia (2.293) rezulta potentialul in nodul interior 1,j:
1
Vi = Z(Vi+1,j + Vit Vi Vi — hzfj,j) : (2.294)

Daca pe frontiera £ a domeniului se cunosc valorile potentialului (conditii de
tip Dirichlet), sunt posibile doua situatii:
e Frontiera intersecteaza reteaua numai in noduri (fig.
2.53). In acest caz, din datele problemei sunt cunoscute
valorile potentialului V in nodurile retelei care sunt
situate pe frontiera ¥ a domeniului. Ca urmare, se scrie
cate o ecuatie de forma (2.294) pentru fiecare nod
interior (care nu cade pe frontiera domeniului). Numarul
ecuatiilor este egal cu numarul nodurilor interioare ale
retelei, deci este egal cu numarul necunoscutelor;
e Reteaua de discretizare este intersectata de frontiera
domeniului (fig. 2.54). In acest caz, pentru aproximarea
ecuatiei lui Poisson, se scriu dezvoltarile in serie Taylor:

aVij 1 21,2 82Vij
Vy=V,;+toah—=+—a’h"—>+ (2.295)
’ ox 2! ox
OV 1,20V,
Vi,;=V,;-h—=+—-h > (2.296)
’ ’ ox 21 0ox
oV, 1, ,0°V,.
Vo=V, +ph—>+—ph"—>+... (2.297)
5) ay 2| 8}’
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2

a\/ij 1., ij
Vi, =V,;-h—+—-h"—>+..,
’ ’ gy 20 oy
undea <1,B<1.
Din relatiile (2.295) — (2.298) rezulta:
O°V,. 2 2
2 = Vo+oV, ,  )J-—=V.;
8X2 (X(I-I'O()hz ( B 1—1,]) OLh2 i,j
o'V, 2 2

e P

Prin urmare, ecuatia lui Poisson cu diferente finite are forma:

Vo Ve VY, +Vi,j_l_(l+ljv:_
L)

all+a) I+a PBI+B) 1+PB

unde valorile V s1 Vy sunt cunoscute.

o P

(2.298)

(2.299)

(2.300)

(2.301)

Daca pe frontiera domeniului de calcul se prescriu conditii de tip Neumann,
se procedeaza dupa cum urmeaza: cu un pas mic al retelei de discretizare se poate
face ca nodul (i+1,j) sa se afle in vecindtatea frontierei sau chiar pe frontierd. Se va
considera ca potentialul Vi.;; al nodului (1+1,j) este egal cu potentialul Vy al

punctului N (fig. 2.55) in care se cunoaste

y1 valoarea derivatei
potentialului:

[5).4

normalei pozitive

Fig. 2.55 domeniului.

N =gradVn =,
on

(av
= —llX +Euy

unde n=nu +nu,

normala a

jn (2.302)

versorul

la frontiera X a

Dezvoltand functia V(x,y) in serie in jurul
nodului (i+1,)) si neglijand termenii superiori celor de ordinul intai, se obtine:

8V| . VN_Vi,j VN _\/i+1,j—l u In.
h h h Y

= u, +
only
Deoarece s-a considerat ca Vy = Vi , relatia (2.303) devine:

-n.V..—n V :ha—v .

(nx +ny i+1,j X ' i,] y Ui+l -1 a
Ny

(2.303)

(2.304)
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Pentru punctele de pe frontiera domeniului in care se dau conditii de tip
Neumann se obtin relatii de forma (2.304) care au o precizie mai mica decat
relatiile de forma (2.301), care se obtin pentru punctele de pe frontiera domeniului
in care se dau conditii de tip Dirichlet. Intr-adevar, pentru a obtine relatia (2.304) s-
au neglijat termenii superiori celor de ordinul intai, iar pentru a obtine relatiile
(2.301) s-au neglijat termenii superiori celor de ordinul al treilea.

Metoda diferentelor finite este convenabild, in special, pentru medii liniare si
omogene, dar poate fi utilizatad si pentru medii neliniare si neomogene.

Prin metoda diferentelor finite se determina valorile functiei V in nodurile
retelei de discretizare a domeniului de calcul pentru care se cunosc conditiile pe
frontiera de tip Dirichlet sau de tip Neumann. Pentru fiecare nod interior
domeniului se obtine o relatie de forma (2.294). Pentru nodurile care se afla pe
frontiera domeniului se obtin ecuatii de forma (2.301), daca se prescriu pe frontiera
conditii de tip Dirichlet, sau de forma (2.304), daca pe frontierd se prescriu conditii
de tip Neumann. In final, se obtine un sistem de ecuatii care contine un numar de
ecuatil egal cu numadrul nodurilor interioare. Sistemul de ecuatii astfel obtinut se
poate scrie sub forma matriceala:

M}V ={F}, (2.305)

unde: {V} si {F} sunt matrice coloana cu (p-1)(g-1) elemente, iar [M] — matrice de coeficienti,

patrata cu dimensiunea (p-1)(q-1)x(p-1)(g-1).

Matricea coloand {V} contine valorile nodale necunoscute V;; ale
potentialului, iar matricea coloand {F} contine termenii liberi corespunzatori
functiilor de excitatie nodale fj; s1 conditiile la limita (pe frontiera), cunoscute.

Deci MDF conduce la sisteme algebrice cu un numar de ecuatii egal cu
numarul nodurilor retelei de discretizare a domeniului de camp.

Sistemele cu numar redus de ecuatii se preteazad la rezolvarea prin metode
numerice exacte: Gauss, Choleski [9], etc. In cazul sistemelor de mari dimensiuni
se utilizeazd metode numerice iterative (sau cu aproximatii succesive): Jacobi,
Gauss-Seidel, Liebmann extrapolata, iterativa a directiilor alternante [9], etc.

b. Metoda elementelor finite. Problemele de analiza a campului
electrostatic definit prin ecuatii diferentiale cu conditii la limita sunt
susceptibile de o formulare integrala echivalenta. Modelul matematic integral
se obtine aplicind modelului matematic diferential corespunzator, metoda
reziduurilor ponderate.

Principiul metodei reziduurilor ponderate.
Metoda reziduurilor ponderate este o metoda de
obtinere a solutiilor aproximative pentru ecuatii
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diferentiale. Prin aceasta metoda se cauta o solutie a
problemei pe intregul e1 domeniu de analiza.

In domeniul vy marginit de suprafata £ = Sp U Sy consideram problema
descrisa de ecuatia Poisson:

AV(r)=£(r); £(r)=— L) (2.306)
cu conditii pe frontierd mixte, de tip Dirichlet pe Sp si de tip Neumann pe Sx:

VR)=0,(?), . : Y ), . (2.307)

PESD ? an

Fie V o solutie aproximativa a ecuatiei (2.306) de forma:
V= >aN,, (2.308)
i=1

unde o; sunt coeficienti de pondere necunoscuti ce urmeaza a fi determinati, iar N;
reprezintd un set de functii de interpolare liniar independente (sau functii de
forma).

Dorim ca solutia V sa fie convergenta spre solutia exacta V, pe masura ce

n — . Aceastd solutie V aproximativa se alege astfel incat sd satisfaca in mod
exact conditiile la limita.

Introducem solutia aproximativa V in ecuatia (2.306) care acum nu mai este
satisfacuta in mod exact,

AV(r)-f(r)=R(r,a,), (2.309)

unde R(r,a.,)este un reziduu de calcul.
Deoarece reziduul este nul pentru solutia exactd, poate fi considerat ca o masura a
erorii de aproximare.

Metoda reziduurilor ponderate constd in determinarea coeficientilor o astfel
incat eroarea R pe intregul domeniu considerat sa fie cat mai mica. Aceasta se
obtine prin formarea unei medii ponderate a erorii pe intregul domeniu si prin
impunerea conditiei:

JIIR(r, )N, (r)dv =0, (2.310)

unde N, (r) sunt functiile de forma.
Tinand seama de ecuatia (2.309), conditia (2.310) devine:

] [AV(r)—f (r)]Ni(r)dv =0. (2.311)
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Pe masura ce n creste progresiv, se asteapta ca solutia aproximativa V sa tinda spre
solutia exacta V, iar reziduul R sd devind tot mai mic. La limita, cand n—o se
obtine V- V,R> 0, iar ecuatia (2.310) este satisfacuta pentru orice set de functii
pondere N (r).

In problema plan — paralela descrisa de ecuatia lui Laplace, conditia (2.311)
devine:

oV oV
”N{ax o }dxdy 0. (2.312)

Se observa ca:

(2.313)

. . Yo . S
iNiéV :8N18V+Ni8\2/;iNiOV ON. oV Nié\zf
ox ox ox Ox ox~ 0Oy oy oy 0oy oy

si, prin urmare, ecuatia (2.312) se poate scrie sub forma:
I} oA A ek dxdy —jj N, NV, NN ixdy =0 (2.314)
s | Ox ox 8y ox 5‘x oy oy

Notand cu P=N; Z—V; Q=-N, % si aplicand a doua formula a lui Green (2.248),
X

H (a—P - a—Q)dxdy = [(Qdx + Pdy), (2.315)

ecuatia (2.314) devine:

N, oV L N, Y ~
jN aXdy jN —d —H{ o ox oy @}dxdy—o, (2.316)

respectiv:

ox ox | oy oy

Considerand un element de arc ds pe conturul I" (fig. 2.56),
rezulta:

dy=dscosa =dsn,;—dx =dssina=dsn,, (2.318)

jN : dy jN —d _HFN N N av}dxdy. (2.317)
X

unde n este versorul normalei:
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n=nu, +nu;n =cosa;n, =sina. (2.319)

Tinand seama de relatiile (2.318), membrul stang al ecuatiei (2.317) devine:

J'N aXdy jN de IN{Z—VnX+%n }ds—jN —ods(2.320)
r X

si inglobeaza conditiile pe frontierd de a doua speta (de tip Neumann).
Prin urmare, in problema plan — paralela, ecuatia reziduala (2.317) devine:

dxdy =[N, gds (2.321)

r

ox ox | By oy

Principiul metodei elementelor finite. Se considera campul electrostatic
bidimensional, plan — paralel, in medii liniare, omogene si izotrope. Domeniul de
camp se partitioneaza in m subdomenii disjuncte de forma triunghiulara, numite
elemente finite (fig. 2.57, a). Se noteazd cu (Xi, yi), (Xj, ¥j), (Xx, Yx) coordonatele
varfurilor 1, j, k ale elementului finit cu numarul de ordine e, e = 1, 2, 3, ...m (fig.
2.57 ,b). Potentialul electrostatic se aproximeaza, la nivelul fiecarui element finit
(fig. 2.57, b), prin polinomul liniar:

”[ESN v, N, aVJ

By
VI, ) =By +Box +Bsy=[1 x yLB; . (2.322)
B3

Coeficientii B;,B5,p; se determind din conditia ca planul de ecuatie (2.322) sa
treacd prin cele trei valori nodale Vi, V7, V| ale functiei de potential elementare.

Rezulta sistemul:

=By +Boxi + B3y Vi =By +Box§ + By Vi =B +Box; +Biyy. (2.323)

e
Ve(x.y) J (V)
(v
(Vo) k i(Vy)
X

a b
Fig. 2.57

V“
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Rezolvand sistemul de ecuatii (2.323) in raport cu coeficientii f3;,[;,B;, se obtine:

Be = L [(xeys —xeye v+ (xeys - xeye Ve o (xeys —xeye Vel (2324

2A
B; = ZIA[(YJ yli)Vf+(yk yl)V (yl yj?)Vlf]; (2.325)

BS = i[(xi — xS Ve + (xS = xS Ve + (xs —xve ], (2.326)

L xi v
unde 2A=|1 xj yj | este dublul ariei triunghiului cu numarul de ordine e.

1 Xi Yke
Inlocuind expresiile coeficientilor B,BS,B; in relatia (2.322), se obtine:

VEoy) = iyt =iy (5 - v (e - xs v
xeys —xCys +(ye —ye o+ (xs —xt Jy Ve +

L
2A
+£[X Xj?yl (y1 )x (X — X )y]Vk, (2.327)
sau:
Vix,y)= A[a +b’x+c; y]\/ +—[a +bix +c¢] y]V +
+i[af;+b§x+cf{y e (2.328)
unde:

e _ e e e, ,¢ _ e e e e e _ e e e
; = XY XY a5 =X Y X Y A XY XY
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€ _ v v, M — vt _vt. W — v _vC.
bl =y —vi: by =yi -y by =y{ -y} (2.329)
€ _ ¢ e, e _ e __e e _ e _e
Ci_Xk_Xjacj_Xi Xk’Ck_Xj Xi'

Introducand notatiile:

€ 1 € (S € € 1 € € €
NI (x,y) :ﬂ(ai +bix+ciy);Nj (x,y) :Z<aj +bjx+cjy); (2.330)

€ 1 € € €
Ny (x,y) = Z(ak +b x+ CkY)a
relatia (2.328) devine:

Ve(x,y)= N (x, y)Vi + NS (x, y)VE + Ni (x, y) Ve, (2.331)

respectiv matriceal:

\'A

Veooy) =[Neoy) Ne(oy) NeGoy)fveb=INFIVE, (2332
vy

unde N{(x,y), Ni(x,y), Ni(x,y) reprezinta functiile de forma corespunzitoare
elementului finit triunghiular cu numarul de ordine e.
Obtinerea ecuatiilor cu elemente finite prin metoda reziduurilor

ponderate. La nivelul fiecarui element finit, introducand functia de aproximare
(2.332) in ecuatia (2.321) si se obtine:

ON; oINT* 0N, OINT' e (ny OV°
”K x ox oy dy jdde}{V} = N ——dl, (2.333)
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unde I'* reprezinta conturul elementului finit cu numarul de ordine e.
Considerand pe rand indicii 1 =1, j, k se obtine un sistem de 3 ecuatii care se poate
scrie sub forma matriceala (la nivelul unui element finit):

[K* (V) ={F}°, (2.334)
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unde: [K°] este matrice de coeficienti patratd; {V}° - matricea coloana a
necunoscutelor; {F}° - matricea coloand a termenilor liberi care contine informatii

referitoare la conditiile pe frontiera.
Asamblarea elementelor finite pe intreg domeniul de analiza conduce in final la

ecuatia matriceala:
[KJ{V}={F}. (2.335)

Sistemul de ecuatii (2.335) se rezolva prin metode iterative [9].
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